Google 



This is a digital copy of a book thaï was preservcd for générations on library shclvcs before il was carcfully scanncd by Google as part of a projecl 

to makc the workl's books discovcrable online. 

Il lias survived long enough for the copyright lo expire and the book to enter the public domain. A publie domain book is one thaï was never subjeel 

lo copyright or whose légal copyright lerni lias expired. Whether a book is in the public domain may vary country locountry. Public domain books 

are our gateways lo the past. representing a wealth of history. culture and knowledge thafs oflen dillicull to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this lile - a reminder of this book's long journey from the 

publisher lo a library and linally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries lo digili/e public domain malerials and make ihem widely accessible. Public domain books belong to the 
public and wc are merely iheir cuslodians. Neverlheless. ihis work is ex pensive, so in order lo keep providing ihis resource, we hâve taken sleps to 
prevent abuse by commercial parties, iiicluciiiig placmg lechnical restrictions on aulomaied querying. 
We alsoasklhat you: 

+ Make non -commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals. and we reuuest lhat you use thesc files for 
pcrsonal, non -commercial purposes. 

+ Refrain from autoiiiatcil (/uerying Donot send aulomaied uneries of any sort lo Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical characler récognition or other areas where access to a large amount of texl is helpful. please contact us. We encourage the 
use of public domain malerials for thèse purposes and may bc able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each lile is essential for informing people about this projecl and hclping them lind 
additional malerials ihrough Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use. remember thaï you are responsible for ensuring lhat whai you are doing is légal. Do not assume that just 
becausc we believe a book is in the public domain for users in the Uniied Staics. thaï the work is also in ihc public domain for users in other 

counlries. Whelher a book is slill in copyright varies from counlry lo counlry. and we can'l offer guidanec on whelher any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume thaï a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringemenl liabilily can bc quite severe. 

About Google Book Search 

Google 's mission is lo organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover ihe world's books wlulc liclpmg aulliors and publishers reach new audiences. You eau search ihrough llic lïill lexl of this book un ilic web 
al |_-.:. :.-.-:: / / books . qooqle . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel cl de la connaissance humaine cl sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres soni en effet la propriété de tous et de toutes cl nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 

dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des lins personnelles. Ils ne sauraient en ell'et être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésite/ pas à nous contacter. Nous encourageons (tour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le franoais. Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les ailleurs cl les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp : //books .qooql^ . ■:.■-;. -y] 



I 



« ■■^i 



OA 



-s // » 



.^n~\ 



»i' 



RECHERCHES 



StJR L'ANALYSE 



DES SECTIONS ANGULAIRES 









1HP11UEB1E DE ÉUlAftD-COUftCIEB , 

Rue do Jardinet, n° ix 



** 



RECHERCHES 



SUR L'ANALYSE 



DES SECTIONS ANGULAIRES, 

p r- 

PAR M. POINSOT, 

MEMBRE DE l'iHSTITUT DE FRANCE, OFFICIER DE L ORDRE ROYAL DE LA 

légio^-d'hobbeur , etc. 



PARIS, 

BACHELIER (SUCCESSEUR DE M" V COURCIER), 

UBRAIBB POUR LES MATHEMATIQUES, 
QUAI DES AUGUSTINS, H° 55. 

1825 



,* ». 






TABLE DES MATIÈRES. 






Objet de ce Mémoire. — Théorème de Moiyre Page x 

I. Déreloppemens généraux des sinus* et cosinus d'arcs multiples par 

les puissances entières et ascendantes du cosinus de Parc simple , 8 

IL Déreloppemens des mêmes fonctions par les puissances du sinus 

de Parc simple. , 26 

III. Dételoppemens par les puissances de la tangente. 35 

IV. Formules générales pour développer les mêmes fonctions par les 

puissances descendantes de Parc simple 4° 

Imperfections des formules précédentes- 43 

Recherche directe des véritables formules.. 5o 

Y. Déreloppemens d'une puissance quelconque 'du cosinus ou sinus 

d'un arc par les cosinus ou sinus des arcs multiples. 58 

Examen de P Analyse de Lagrange. , 60 

Examen de l'analyse d'Enter. 68 



AVERTISSEMENT. 



V_je Mémoire, qui offre une sorte de Complément ana- 
lytique à la Théorie des Fonctions circulaires, a été 
composé en 1822, et lu à l'Académie des Sciences au 
mois de mai i8s3. On le donne ici sans aucun chan- 
gement notable, mais avec une Addition importante: 
elle est relative aux développemens des cosinus ou sinus 
d'arcs multiples par les puissances descendantes du cosinus 
de l'arc simple , et forme en entier le IV e paragraphe de 
ce Mémoire. 




L'ANALYSÉ DES SECTIONS ANGULAIRES. 



j • < 



t; 






» ■ . ;>■ • . 



n ;. * ' 



_ « 

On se propose ici d'^pptpfebdîr, et* dé petfectipnnert en picfsiedfc 
points , le» formule* générale» qui serrapportetart à Panalysef dësfonc- 
tà>n& circulaires; 

Cette analyse •, aujourd'hui «étendue, est, comme on le sait, fe 
fruit des travaux successifs des plus grands géomètres , depuis notre 
célèbre Vie te jusqu'il Euter, à qtii elle est principalement jede- 
vable; et l'on en peut voir, dans le Calcul des fonctions dérivées 
de M. de Lagrarige, une histoire aussi curieuse qu'inptruètiVë. Cet 
illustre géomètre j démontre, d'une manière élégante, la généralité 
de ces développemens qui donnent les sinU9du les cosinus d'arcs 
multiples, par les puissances du sinus ou ^cosinus de l'arc simple; 
et réciproquement, cette» qui expriment les puissances par le moyen 
de césures multiples; formules très claires, et bien faciles à établir 
pour le cas d'un multiple ou exposant quelconque "-entier, mais 
*ja'on n'avait encore généralisées jusque là, c'est-à-dire, étendues à 
un exposant quelconque fractionnaire* que par une sorte d'induction 
ou d'analogie. L'auteur généralise très bien ces différentes formules , 
il y ajoute encore quelques corrections et remarques nouvelles qui 
les perfectionnent ^ et qui semblent ne plus rien laisser à désirer sur 
1 atoalyse complète des sections angulaires. 
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Mais, en examinant de plus près cette analyse, \y ai reconnu 
une nouvelle imperfection qui peut rendre les formules incom- 
plètes ou inexactes, et qui, daqs r t,ous les cas, leur fait perdre cette 
• généralité absolue qu'on doit toujours retrouver dans les expressions 
de l'Algèbre. 

Ces imperfections , <jui opt échappé jtsqp'ïcî *qfr Jgjtomitres , 
pourraient être rendues sensibles à la seule inspection des formules 
générales dont il s'agit. En considérant, par exemple, la formule 
qui exprime le cosinus d'uq atc multipl? § par les puissances entières 
du sinus de l'arc simple, on voit une équation dont il est impossible 
que les deux membres aient actuellement la même généralité. Car 
iftuigpttF ^w- augmenté d'kioe où* 4* ptaîâuift cicoifitfresce^ tt 
est évident que ife Bwa$me change jpoiotvièfa qpt par conséquent fe 
série, qui ne contient que des puissances entières de toè fcinus et des 
ftiembrea qwstepa^/CQiistrjpe toujours h'rôaftQiudçra* *bàfue, tandis 
q«e le preta^r » tfbemhre laoqtpent : fkMieàwk rolau» différente*, et 
jqême;, comme o» #pit 9 luttes dréeUes.xAnài là (formule aonnuei, si 
^e^^f^dAi^l^^^d'Vwi^rntiltipliB fractiaDnqiiie, ne l'est xwta*- 
cément que ,ppur vm semi-dés différent «roa dont je visas de parler, 
et 4oit être feuepe pour tous ks antrea On ne pourrait pes> mente 
dire ici que oette formule est uniquement présentée pwic l'arc ample 
que Ton* considère;, et ^n (pas pour cet arc augmenté de plusienrs 
cmmiférett^es j «car tu «ne Impliquant qp'«M* jqette intmtian à un 
arc compris dtns U second quart de k oiitaopfétenûe.,*** araxenlit 
eacore a u*e« valeur fausser* 

Lt source -de 4'ecreur, âoMjfteiôn le Terra, est .dans une détermj» 
nation trop partieulwe 4es ooefikiens. de lq série. Gtettoe^ieiens 
sootibien^des quantités Oftnstettt c» i, mais leurs ff alaurs me sont pas 
simples f . comme oa le. suppose j elles sont .mplbples r et du unième 
degré de multiplicHé qwe 1 ^ fonÊtioù que I/oti fûmidère : Jle qorte 
qu'en rétablissant la véritable e&pression de ses ctulabnte»; Ifc tfor^- 
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mole reprend toute Fe*actifcttdé et toute 1» géwéraiké dont eète est 
susceptible. On peut dire la même* chose des feqmtrfes analogee* à 
là précédente, et <p» sont également incomplètes. Le défaut dis* ete 
expratibni tient eucdrè à l'oubli de wtfcfe équitoq&e qui» est e«#tf- 
ticttemalfc afctatbée taux fonctions circulaires f camute a»s signes 
radicau* j d ? dù' il i&alte que l'esprit, *e preoédàtti plus que par k 
synthèse, ne voit guère qu'une des valeurs de là fonetitak dttttt H 
staccupty et m%lige toutes lfcfr etttafe», dont le concours est pourtant 
nécessaire à la généralité de ces expressions analytique». 

I^m^mës^pérfeetiotiS et de nouâtes difficultés se Hencotftrent 
aussi dans les formules réciproques, où l'en développe les puissances 
quelconques du rfftus ou èeèiaus (Fun àrti simple, .en uée suite de 
costau» ou de* sinfcè d'arcs Multiples : èMes peuvent se rèmàkrçuer 
encore dans ta plupart dîes dëveloppéfaiens généraux eu* séries, et 
même dans ]à fott&ule de bbfeme de Newton; et j'ai cru qu'il était 
d'autant p4us héfcessake de' ta relever et de led ftirè entièrement 
disparaître, qu'elles touchent ainsi aux principes fondamentaux de 
l'Analyse. 

Et d'aïHéurs, là théorie de» angle*, cobtfdérée en elte-tb&tiè , fce 
parait ni moins importante, ni, potfr àfasl dite, moites fondamen*- 
taie. Elle n'appartient pae sèttlemeht & ta 6é0métt4ef^ comme on 
poUitait le ercAte d'abord} maië c'est éùéoré nife partie essentielle 
de Pàbsdysè ntatibémfettyute: Ces quantités remarquables, ou plutôt 
ce» Rapports, atfrqttefe fe Géométrie dofcrae nsfasanbe, et cju'bti 
notante* les angles, sfe jrtëténtetefc ten Algèbre' d'une maùiète aussi' 
* naturelle et àvtsA nécessaire tyofe'lés exposahs* ou lëà logarithmes. 
Par leurs propriétés toutes semblables, elles thsctot mimé 1 ihsépa- 
râbles. Car si la division dtu logarithme en parties égales rëpofrd à 
Pextraction de la racine cPtme quantité réelle, la division de Fangle 
♦eft parties égales* répond* de mérita à Feitraction de la radine d'une 
quantité imaginaire. Or, des Quantités réelles, et celles qu oh nomme 
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imaginaires, se présentent également toutes deux dans nos trans- 
formations analytiques; elles se mêlent , pour ainsi dire, à tous no» 
calcula, et, c'est .même dajas cette combinaison de symboles réels et 
d'imaginaires que consiste la nature propre et le caractère distinctif * 
de l'Algèbre. On voit donc que, cette science, pour l'exécution ac- 
tuelle des opéra tjpns qu'elle indique, exige a la Ibis la, considération 
des angles et celle des logarithmes, . 

Dans la vue d'abréger les calcul* ordinaires de l'Arithmétique , les 
géomètres ont d'abprd iqiagw} ks logarithme*;, et,,. pour l' usage 
particulier de la Trigonométrie , ils ont ensuite construit des tables 
de sinus. C'étaient en apparence deux objets différens qu'ils s'étaient 
proposés; m £ i& on voit qu'ils avaient travaillé, sans. y songer, aujç 
deux parties intégrantes d'une seule et même théorie. Car une table 
de logarithmes, à laquelle ne serait pps. jointe la table des sinus., 
serait une table incomplète pour l'An^ly^e : l'u^e e| l'autre n'eu 
forment au fond qu'une seule, dont elles sont cc?mjne le* deux 
moitiés inséparables. A la vérité., ces- tables : se trouvent réunies 
depuis long-temps pour la commodité des calculateurs; mais je v#ux 
dire que cette réunion ,* qui ne paraît due qu'à une sorte de conve- 
nance particulière ,. doit être aujourd'hui regardée comme tenant à 
la nature même de» la sciencç, mathématique. Si l'on eût d'abord, 
considéré les chose» 'de ce point de vue général, comme il aprait 
paru tout aussi naturel et aussi facile d'opérer sur les imaginaires 
que sur les quantités réelles, les géomètres ne se seraient point 
arrêtés si long-temps à la considération dp ces, cas singuliers,, où les 
inconnues, quoique réelles, ne se présentent pourtant que spus la 
forme d'imaginaires , et il est très vraisemblable que le fameux cas , 
irréductible n'eût pas même été remarqué. . 4 

Je ne présente, en passant, ces réflexions .que dans l'ii^érê^ de la 
philosophie de la science v partie trop négligée par la plupart de&* 
auteurs , et peut- être la plus djgne d'être cpltivéè ; car nos formules 
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et nos théorèmes les plus remarquables sont bien moins utiles et 
moins précieux en eux-mêmes que cette sorte de métaphysique qui 
les éclaire et les domine , et qui seule peut rendre à l'esprit de 
nouvelles forces quand il faut se conduire et s'avancer plus loin 
dans les sciences. J'ai voulu d'ailleurs justifier en général les détails 
nombreux et assez délitaU qu'on trouvera développés dans ce Mé- 
moire; et c'est ce que je n'aurais pu faire ici, d'une manière plus 
particulière, sans entrer dans une foule de calculs et d'explications 
analytiques qui ne pourraiei# faire l'objet d'un discours clair et 
bien suivi. 

Mais avant d'entrer en matière , il faut dire deux mots du théorème 
de Moivre, et du sens multiple de la formule qui l'exprime. 

En -désignant par x un angle ou arc quelconque considéré dans 
le cercle dont le rayon est i , et par m un exposant quelconque , 
on a, comme on sait, 

(cos x + \/—i sin xY = cos mx + \/— i sm mx , 

formule que l'on doit à Moivre f et qu'on peut regarder comme la 
source de toute l'analyse des sections angulaires. 

Celte bçlle formule, dont Je. théorème de Côtes n'est qu'un cas 
particulier, peut^e démontrer sur-le-champ par les premiers prin- 
cipes de l'Algèbre et de la Géométrie , et cela , pour un exposant m 
quelconque entier ou fractionnaire. C'est* ce qu'Euler a fait voir 
par la simple multiplication, et par les expressions connues qui 
* donnent le sinus et le cosinus de la tomme ou de la différence de 
deux arcs. * . . 

Quand l'exposant m est entier, les deux membres de cette équation 
ne présentent gu'june seule valeur; ou si l'ôu vçpt en considérer 
deux, 4 cause de l'ambiguïté qui est attachée au radical \/—\ , on 
voit qu'il y a égaleoient deux -valeurs pour le premier membre, et 
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deux pour le second; de soifca que les: deux expressions ont la mente 
étendue;, el que 1/éqnafoon qui en résulte est parfaite. 

' Mais, si Fex posant m est un membre fractionnaire - % le premier 

* * 

membre de, l'équation - 

p p p 

(qq&x -\r t/-**t mk&y « cosî ar 4* !/•— i an*" os 

nous présente 7 valeurs différentes, k cause du radical du degré q, 
et le second n'en présenté actuellement qu'une seule. 

Or, pour voir d'ans lès deux nrembres de cette équation ta 
même généralité, comme cela doit être en analyse, il faut supposer 
qu'on prend, pour l'arc x, non-seulement cet arc , mais encore tous 
ceux qui ont le même sinus et le même cosinus, et qui sont x, 
jc-J-c, ;r*-foc, #+3c, etb;, c désignant la circonférence èhtière. 
Pkr cette supposition, le preniier membre conserve les mêtflfes' va- 
leurs qu'au jrafaVàTtt ; maié le sècûnd : en pre%d q (Ëftïéf ente* qur 
proviennent des arcs x, x-^c, #-+-20, x-f-3$, etc; jusqu'à* 
x -\-(q—t\c* r et de cette. manière^-le* deux membres 4e l'équatioQ 
ont précisément la même étendue , car si l'on continuait d'ajouter 
la circonférence , on retomberait ourles mêmes valeurs à l'infini. 

Lorsqu'on suppose* o>=o, ces valettrs deviennent les expres- 
sions connues des dtjféîrentes racines ^ de Funité : et c'est ce qui 
confirmerait au besoin ce qae j'Jrî dit tout à Ffceure. Car les q 

valeurs du premier membre vcospx -f~ 1/-— * sïnpx ne sont autre 
cbose que l'une quelconque d'entre elles multipliée par les q racines 
différentes de l'unité. Or, cçs racines de Funité se trouvant par 

l'expression cos — + V—~ 1 sin — , en donnant à e les q valeurs ea- 

tières o, 1, a, 3, etc. q — 1, on voit que, si Pôn prend une des va- 
leurs du premier» membre de potre équation 1 telle que 

t • » 
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et qu'on la multiplie par 



W^rtflfe^todrifr 



ec . y . • ec 

COS — + U — 1 sin — , 

q y q 



q ^ y q 

qui exprimera les q Valeurs différentes dû premier membre, en don- 
nant à e lés valeurs, o, i, 3,5, etc, y — i. 

Mais, /? étant premier i y, comme on peut toujours le supposer, 
il est clair que les valeurs de e Reviennent (dans un autre ordre , ce 
qui est indifférent) % celles de pe relativement au même nombre q. 
On peut donc, dans ^expression précédente, au lieu de e, mettre pè, 
et cette expression devient 

cqs£ (x-f-.ec) -f- l/— i sin - (tf -f- se) ; 

ce-gui n'est ^lusjjntre «chose qne le^econd -membre de Oûtxeéqua- 
ûon , où l'on augmente' successivement l'arc x des différens multiples e 
de la circonférence. 

Toutes les fois jcfopp qu'on jiasse des puissances de sinus ou cosinus 
aux sinus et cosinus d'arcs multiples , il faut concevoir l'arc aug- 
menté des différens w4tipleso r >i, a, 31, fa^tic. de la çireonfécente 
do cercle , et l'on obtient ainsi toutes les valeurs différentes des 
expressions analytiques que Pon consiSère.^Cest une attention qu'on 
doit toujours avoir dans la théorie destwgles ; et po«r*y avoir man- 
qué, quelques auteurs n'ont pas prévemi jQertaioe^ diiBcuUésqïi'on 
a trouvées dans leur analyse, pt^ceux qui les ont rencotitrées ne les 
ont pas toujours résolues. * * * ' 

...♦■.:■ 
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Dévelqppemens généraux des cosinus et sinus cTutcs multiples en 
séries ascendantes suivant les puissances entières du cosinus de 
l'are simple. 

i. Soient 9 pour abréger^ cos xz=zj>, et sino: = y; et supjwsons 
d'abord qu'on veuille développer cosmx suivant les puissances 
ascendantes de p ou cosx. 

On aurait donc cos/7ix=a+cp-{-cp*'4-dp s -J-etc. > et le pro- 
blème est de déterminer les coefficiens a 9 b 9 c, d, etc. de manière 
que la formule générale ait lieu pour toutes les valeurs possibles de m. 

Or on a • 



cosiwJH - V^-^i 8 ^ il ^ =s ( cosx 4-V / — ksin jc)"!=(^-f- \/p % — 1)"=*, 
coswuc— {/ — i siomJtr s= (cosar — \/ — i sin xy*==:(R-\- \/p* — i )~*==-, 

et par conséquent, 

2Cosrhx = z + -, et ai/— i sinmx == z — - -. 

■s 7 r s 

Ainsi tout se réduit à trouver le développement de 



z ss {p + V>*— O" 

suivant les rihissances ascendantes de p. 
Nous supposerons donc qu'on ait 

z s A 4- Bj> + €/>• + Dp*+ E/>< + fy 5 -f etc., . 

et nous allons chercher à déterminer d'une manière générale les 
coefficiens A, B, C, D, E*, etc. 

a. On y pourrait parvenir directement par la formule du binôme 
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de Newton; mais il est à la fois plus clair et plus facile de suivre 
ici la méthode employée par M. de Lagrange dans la Leçon XI e de 
son Calcul des fonctions. Elle consiste à déduire de la proposée 



* = (p + V/ 7 ' — W 
l'équation dérivée du second ordre 

mz — ptf — (p* — \)z* = o, 

et à y substituer, pour z> z\ z', leurs valeurs tirées de l'expression 
a = A + Bjp+C/?*-|-D i p 3 -J-etc. : après quoi, on ordonne le tout 
suivant les puissances de p, on égale à zéro chacun des coefficiens, 
et l'on trouve 

2 7 a. 3.4 2.3.4'5.o 7 7 

D^-^B, F^ ^fr^ B, H= ,w, - , f r»? — ^.B, etc., 

a.3 * 2.3.4*5 ? 2.3.4.5.0.7 7 7 

dont la loi est manifeste. 

On a donc, pour le développement de z=(/?^ V^ â — 1)*, 

où les deux, coefficiens A et B sont encore inconnus, et doivent 

être déterminés par la nature de la fonction (p+ Vp % — ~ l ) m qu'on 
a développée. 

11 est évident que le premier A est égal à ce que devient cette 
fonction z quand on y fait p = o , et quç le second B est égal à ce 

que devient^ ou \-r)> quand on y fait /?=o. Or, en faisant p 

nul, z devient (v'— 1)", et z' devient w(v/— î)' 



ù»~s 



4» 
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Ainsi l'on a 

A = ( vA- 1)-, et B =. <•- i)~*. 

Donc, si Fon représente, pour abréger, par P c la première série 
partielle que multiplie A, et qui ne contient que des puissances 
paires de p\ et par P, la seconde série que multiplie B, et qui ne 
contient que des puissances impaires de p , on aura cette expression 
générale 

qui est vraie pour toutes les valeurs de m. 

Maintenant, il est clair que le développement de la fonction 

- = (j?+ t/j> m — i)— " est le même que celui de z en changeant 

partout m en — m. Or, par ce changement , les séries P e et P, qui 
ne contiennent toutes deux que des puissances paires de /n„ne 
changent point ; mais les deux coefficient À et B détiennent 
(V/ — i)""", et —rn{y/ — i)""""* 1 ou m(\/ — i) 1 """, et l'on a 

I « (t/~i)-P H- m(i/— i)— P. 

m 

Si l'on ajoute ces expressions , et qu'on divise par a , on aura donc 
j( Z +i)=€O 9 i Ba : = K(l/-«)-+(l/-0-}P. I (l) 

+H(t/-»)-- , +(i/--0 , -i'»ïM 

Si on les retranche l'une de l'autre, et qu'on divise par 2 y/—!, 
il vient 

-K(v/-*)"+(»/-i)--}*p. 



Tels sont les véritables développemens généraux de cos/wjc et 
sin/ftr, suivant les puissances entières et positives de cosor, et il 
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il 



faut leur laisser cette forme analytique, si l'on veut qu'ils con- 
viennent actuellement à toute? les valeurs possibles de m. 

3. Lorsque m est un nombre entier, ces expressions générales de 
cosmx et de sinmx se simplifient beaucoup, car il y a toujours un 
des deux coefficient de P ou de P qui s'évanouit. 

Et en effet, quand m est un entier pair, il est visible que le 
coefficient £{(l/ — i^+Cv'— "0"""} est fypl à rfci, selon que m 
est de la forme 4*> ou 4 e + 3 ? et que te second coefficient 

HCV— O^'+CV/— ï) 1 -*} ert <%al à zéro. 
On a donc, pour m entier pair, 

cosigKcap±P =sh|i~ — p»4- ** ' *T T ^"^etcj (À) 

Si m est impair, on voit de même que le coefficient de P est 
toujours nul, et que celui de mP est égal à db i, selon que m est de 
la forme 4**4-1 ou %e ~ i . 

On a donc , pour m impair, • 

cos/7ia:==fc/7iP===fc/?if^ — ? ^/ ,s + 2 ^^i^^ 5 — etc -} (AO 

Quant auxjbrmules relatives à sinnuc, on aurait, dans les mêmes 
cas, 

sb»w=±mP=±{p--2^=i / »»+2îî=i^pp»--etc.,} (B) 
et 

sinmx sz 



P, » =fc{ i ~ -^-4- -^fV- etc. } 



(B') 



4* Les deux premières formules (Â) et (AQ, relatives à cosma?, sont 
les formules connues, et il est aisé de voir qu'elles se terminent 
toujours quand le nombre m est un entier quelconque positif ou 
négatif. 

Mais les deux suivantes (P) et (B*), relatives à sinmr, ne sont 

a.. 



i2 RECHERCHES SUR L'ANALYSE 

pas celles qu'on emploie ordinairement, parce qu'elles vont a l'in- 
fini dans ces mêmes cas de m entier que je viens de considérer. 

Si l'on veut avoir, pour sini7ur, des formules qui se terminent 
comme celles de cos/raa?, on n'a qu'à différcntier les formules (À) 

et (A'), et en observant que -~ =— sinjc = — y, on trouvera les 



séries 



P — j-yï />*+ • 2 3.4.5 — r— etc « \9 » (C) 

• 8inmx = ±|i --/>H 2.3.4 P 4 — <* c jy> ( C ) 

qui se terminent toujours , la première dans le cas de m pair , et la 
seconde dans le cas de m impair, positif ou négatif. 

Mais toutes ces énumérations relatives au cas de m entier n'ont 
par elles-mêmes aucune difficulté. Ce qui mérite notre attention, 
c'est le cas de m fractionnaire, parce qu'il nous présente quelques 
vérités nouvelles, iutére&antes pour l'analyse, en ce qu'elles ser- 
vent à la fois à la généraliser et à en effacer quelques imperfections 
qui avaient échappé jusqu'ici aux géomètres. 

5. Reprenons donc nos formules générales (i) et (a) qui sont 
parfaitement établies pour un exposant quelconque m, et voyons 
comment elles peuvent satisfaire à tous les cas. 

La première (i) est, comme on l'a vu, 

cosro* = i(A + {)?. + *(B + £)mP, 

où Ton a 

A s (v/— i) w , et B = (vA— i) m — . 

M. de Lagrange, au lieu de la présenter, comme je l'ai fait, sous 
cette forme algébrique, commence par débarrasser des imaginaires 
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les deux coefficiens de P et P, en posant 

l/— i = cosd + v/— i sind, 
d étant l'angle droit; ce qui donne 

À =»(|/— l ) m === cosmd -+- {/ — i wxmdy 
et jr = (l/-!-ï )"""■ = costfM* — |/ — i sinmdy 

d'où il tire " A + ^ = 2 cos md: 

et il trouve de même 

B+r = 2COs)/7I — l)rf, 

et met ainsi l'expression générale de cosmx sous la forme 

cos ma: = Y* cos md •+■ mP cos (m — i)d, 

qui est celle qu'on voit à la page 1 3g du Calcul des Fondions déri- 
vées, avec cette différence qu'on désigne ici par d l'angle droit que 
l'auteur fait égal à l'unité. . t 

Cet illustre auteur remarque très bieg que « Lorsque m est uu 
y> nombre entier, il y a toujours une des deux séries partielles qui 
» se termine; et que l'autre, qui irait à l'infini, disparaît, parce 
j> qu'elle se trouve toute multipliée par un coefficient cos md ou 
» cos (m— i)d qui devient nul. On a alors l'une ou l'autre des for- 
)> mules (À) et (A'); » ce qui s'accorde parfaitement avec ce que 
nous venons de trouver. 

ce Mais lorsque m y dît l'auteur, est une fraction quelconque, les 
» deux séries vont à l'infini, et leur réunion est nécessaire pour 
» avoir l'expression complète de cosmx; ce que personne, ce me 
» semble, n'avait encore observé, » . 



. • i .< 



I 



6. Biais il y a là-dessus plusieurs remarques essentielles à faire, 
et quelques exceptions très curieuse» à présenter. '--'•; 
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Et d'abord, on peut remarquer que la formule même que présente 
M. de Lagrange n'offre pas actujellçmenf toute la généralité qu'elle 

doit avoir; car je suppose m égal à la fraction irréductible -, et 

j'imagine que l'angle x devienne successivement ±x, ±#-f-c, 
dbd?H-2C, riba:+3c, etc., ±a:+(u— i)c, c désignant la cir- 
conférence entière. Il est évident que le second membre de l'équa- 
tion , qui ne contient que des puissances entières de p ou cosx et des 
coefficiens constans, conservera toujours la même valeur unique, 
tandis que le premier membre cosmx en prendra généralement aw 
différentes, et même, comme on le sait, toutes réelles. Ainsi la for* 
mule dont il s'agit, si elle est exacte, ne l'est certainement, dans 
l'état actuel pu elle est présentée, que pour un des angles dont je 
viens de parler, et doit être fausse pour tous les autres. 

Il faut donc commencer par rétablir dans cette formule la gêné- 
fftltté qu'çp toi S £lit pesdre par une transformation incomplète de 
sqs cpefflçiçns j car j'observe qye notre première expression 

cosmx = i{(v/—i)"+ (»/—i)—}Po 

était tout-à-frit générale , puisque dans le cas de m= - , le second 

membre a, comme le premier, in valeurs différentes, à raison du radi- 
cal de degré 2/z, qui affecte les deux coefficiens de P, et P, et qu'ainsi 
les deux membres de l'équation ont précisément le même nombre 
de valeurs, et la fbnpulç toute la généralité dont elle est susceptible. 
Si donc orç veut débarrasser les deux coefficiens de P et P de 
leurs imaginaires en lès exprimant par des sinus ou des cosinus, il 
faut avoir soin de leur conserver leur généralité j et c'est ce qu'on 
ne peut obtenir qu'à l'aide d'un nombre entier indéterminé qu'on 
introduit dans leur nouvelle eipressiop. Et en effet; j'observe que 
l'équation l/— i =s co**i»f-f t^""" 1 râ*rf ne donne pas seulement 



* 
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(l/— i)*=ç= cœ/wJ-f* |/— i ûnmdy comme le pose M* de Lagpange, 
mais qu'on a plus généralement 

( i/— 1 )* = cos/w {ec db <J) «+• l/— * sin w(e* =fc rf), 
e désignant un nombre entier quelconque, et c la circonférence. 
Or, dans le cas de Pexposant fractionnaire ws-, cette expression 

de (v^— i) - prend les 2/2 valeurs qu'elle doit avoir, en donnant à e 
les n valeurs o, 1, a, 3, 4* e ^ c - * — * ? et e ^ e IJ ^ ei1 jtattMÎ pas davan- 

1 

tage, parce qu'en continuant d'ajouter la circonférence, les riiêmes 
valeurs reviendraient à l'infini. 

On aurait donc, pour l'expression générale de cosma?, ou plutôt 
de cosm(e / c=fcar), la formule 

où il faut voir maintenant quels sont fesr deux entiers e et ef qnr 
doivent aller ensemble pour que les deux membres s'accordent à 
donner la ïneme valeur de part et d'autre. Dans cette vue , {'imaginé 
que l'arc x varie et devienne égal à tm angle droit ; p et P deviennent 
nuls, et la série P» se réduit exactement à l'unité. La formule pré- 
cédente donnerait donc, en faisant arxxjf, 

cosmfécïbd) sac cùsm(êc^hd)' 9 

d'où il faut conclnre que e! doit ^ tre actuellement égal à e, et qu'ainsi 
on a ) pour la formule générale considérée dans toute sa précision , 

(<») r . . co*m(ecdzx) = co*m(e6db</)P -f- cos(m—t) (ecdkd) «tP , 

où le nombre e désigne un entier quelconque depuis o jusqu'à nf-»-i, 

n étant le dénominateur de la fraction irréductible wi= - que l'on 
considère. 

7. Nous avons donc, au moyen de ce nombre indéterminé e , une 
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formule (a) aussi générale que la première (i), et qui convient à 
toutes les valeurs possibles de l'exposant m. 

Voyons maintenant dans quels cas l'un ou l'autre des coefficiens 
de P et P pourrait disparaître, et où cosmx n'aurait besoin pour 
son développement que de l'une de nos deux séries partielles, et 
dans quels cas la réunion des deux séries est nécessaire. 

8. La chose est évidente lorsque m est un nombre entier ; car on 
a cosm(ecdcd)z=o, ou cos(in — i)(ec±d)=o, selon que m est 
impair ou pair; et l'on retrouve alors les deux formules (A) et (A') 
que nous avons rapportées plus haut. 

g. Mais , si m est une fraction - de dénominateur impair, quoique 

la réunion des deux séries P Q et P soit en général nécessaire pour 
l'expression de cosmx, je dis qu'elle ne l'est pas pour tous les angles 
dbXy czfcar, zczàzx, 3cdtzx 9 etc., qui pourtant répondent au 
même cosinus p\ et l'on va voir qu'il y a toujours deux de ces angles 
pour lesquels une des deux séries disparaît, et où coshi? se trouve 
exprimé par la même formule que dans le simple cas de m entier; 
ce qui mérite assurément d'être remarqué. 

10. En effet, cherchons d'une manière directe dans quels cas 
le coefficient de la série P , par exemple, et qui est cos- (ecdhuQ, 
peut disparaître j il n'y a qu'à chercher dans quels cas l'angle 
-(ecdbd) devient un multiple impair d'un angle droit. Ainsi il faut 

qu'on ait, en désignant par I un nombre impair, -(eczkd)z=ld 9 

ou bien 

r(4^± i) s= ni. 

Or, n et r étant premiers entre eux, l'un d'eux est nécessairement 
impair; mais /\ez±z i et 1 sont aussi impairs, donc il faut que r et n 
soient tous les deux impairs. 
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Si cette condition a lieu , il est* bien * aisé de résoudre l'équation 
précédente, et de trouver le multiple inconnue; car, en observant 
que n est premier à r, il est visible que I doit être de la forme ir, 
afin que le second membre n\ soit, comme le premier, divisible 
par r. On a donc l'éqtfttion plus simple 



4<? db 1 =s ni y 

i étant un nombre impair ; d'où l'on tire sur-l^champ, en faisant 
i=:l, et 1 sa 3, les deux valeurs ' . > 

* » * 

■ ■ *•» ^ K * * • * * * 

» . *. , ».. 

» a 

« * 

4 «4 

seuls nombres , au-dessous de n , qui puissent résoudre la proposée 
fa ds 1 = ni. Or, il peut arriver deux cas : 

i°. Si n est de la forme 4* + x > on aura, pour e et e' les deux 
entiers "T" 1 et —j—> qni tous deux rendront nul le coefficient 

cos - (eczkd) de la série P e , et donneront ± 1 , pour le coefficient 
de la série mP: car on trouvera* d'un côté, 

et de l'autre , 

^Q "~ -("Tp" ° ~~ **) M "~ "^ 3/t * ^ * *' 

les signes =h, selon que le numérateur r de 1$ fraction - sera de la 
forme 4**+i, ou 4**— i- +. 

2°. Si le dénominateur n est de la foi*me 4*~ ■ *> on aura /pqur <? 

et / les deux entiers . "-i ■ et ~r— > <pû donneront, pour le$ deux 
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coefficâeas des séries P -efcl\ les •même* valeur» qae oi^dessus, mais 
ayee le. signe contraire > et cela pour les mêaws fbrtoes du hnmét 

i ■ • •* 

D'où je conclus que, si m eitiihe fraction - dont les deux termes 

i • 

soient impairs, il y a toujours deux finales X, savoir : "T - c-f-a: 

3/i+i i . ji + i . 3» — i , , ^ 

e* — j — c — œ\ ou bien,— ? — .*?—,# et. — j-r- c+a:, au même 

cosinus donné p, pour lesquels cç^p^.s^prwe ( 4& mpjçn d&Je 
seule série partielle P, exactement par la même formule (A') qui 
convient au cas dé m wàtùec nf impair; flë sûrfcfequ'on a exactement 
la formule i- • 



cosm 



quel que soit I exposant m, entier impair, oy -ég^Ji a ^e traction 
dont^ dé^^eri^ïsôîêîrt impairt. ' ;f '* 

Seulement , il faut j^bsçrver t aue le seççnd membre ^ejrçftood i,qi 
qu 7 à deux des valeurs Tdifférentes dont le premier est susceptible en 
ajoutant à l'arc X plusî&tfs^ftîà là * <3rc<mf5rence : mais il n'en 
est pas moins remarquable qi}e, pour f ces deux valçi^rs, la formule 
soit aussi exaSfe^^fefelfe^(|l.^e?I^^ plus géné- 

rale , puisque celle-ci ne convient actuellement qu'à une seule des 
valeur réelles du premier membre. 

ii. Maia^ pguV achev ei u u li Afrratyèe- , ¥ uyy i^font çfc suite dans 




cela ne fteut avoir t lieu ^ue> fcrsqittMtaiglè 
m^t^W ^ir dé^l^fe droit d. Ainsi; en 
Àbéh paxrôpn aih^r^owd(^*hirt' te mul- 
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tiple inconnu è^réquation- • ' ^ •:• 1 ' 

*'■ ' " ''V" 'r($&ïy'±-wr"ï '''•"-'':• ■•■" 



Or, r étant premier an, par hypothèse, il faut qu'on ait Jtsssj^y 
afin que le second membre aK/ SQjt»,CQiinne le premier, divisible 

par r; on aura donc, en divisant tout par r, 

v • • . * • 

. / . .. ...: ■ -, ; 4* st..- 1 =^ qh ■■■■■■: 

o'ù l'on voit J â clause du pitëmïef tneiWbre impair', que ri et' i doivent 
être tous deux impairs , r et qrife^ar cônsëqûfctit le numëràtétfr \r de 

l^fraclion-4o^ être pair. -.,., , \ ; x .„ .„ , . ... 

' Si cette wndîlioànm ]i©* v on ttupvaa , xÔBBtts «àv-dess», poift 
l'inconnue 0, les deux valeurs entières 



.•l.vv y • -, ^ 



**' " ■'■" n >— t ^ ; v 1 "' ** + * 



et V 



~T 



ou bien, ^ e s=s --p- "et « .«» ~T^ % 

^elon que » sera de la forme 4*^h*> 01,1 4f*~ I - . • 

Dfflhs l'un et l'autre cas^ le coefficient 003(01*— 1) (eczàzd) de la 
série P deviendra nul, et le coefficient cos m (ecdtzd) de 1% série P. 

» 1 

se réduira à tb 1 , selon que le numérateur r sera de h forme 4" 
ou 4w-t"^- 

D'où l'on voit que si m est une fraction - de dénominateur im- 
pair et de wim^Fatèur^pïïirsy Ht y a îoujyqrs deux, angles X f 
rfc+pœf, -Z£-c-~çc: ou bien rT - c— <c et —y— *.+.** 

<& même cosinus donné p, pour ieçquek co&mX* s'^xpnime w 

moyen de la seule série partielle P*, exactement par la mfynejbr- 

mafe (A) ^ui êonvient au cas de m-enlier et pair. 

3,. 
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12. Mais si le dénominateur n de la fraction est un nombre 
pair et représenté, je suppose, par an! 7 le numérateur r sera néces- 
sairement impair, puisqu'il est premier à », et l'on ne pourra 
jamais avoir 1' • * 

£C4*± ,)':*= E, •■ 



27» 



£ désignant un entier quelconque; car il en résulterait r(4<?± i) 
qui est impair, égal à 2#*'E qui est pair, ce qui est impossible. Ainsi 
ni l'un ni l'autre des eoefficiçns de P« et de P pe peut jamais devenir 
nul pour aucune des v^eurs de cosmx. 

D'où il résulte enfin, que le seul cas ou la réunion des deux 
séries P Q et P soit nécessaire à F exprès s ion de chacune des valeurs 
de cosmx y est celai de m égal à une fraction, irréductible de 
dénominateur pair. . n 

i3. Pans les aujtres eas, on pourrait toujours employer les simples 
formules ordinaires (À) et (A')j et il n'y aurait pas même au fond 
d'erreur analytique à craindre, puisque la série représenterait tou- 
jours le cosinus d*uil arc tel, que s'il était divisé par m 9 et qu'on en 
prit le cosinus, on retrouverait précisément le cosinus donné p. 

On voit par là comEiên ce point de doctrine avait be^om d'être 
approfondi et rectîEfé 'cfàns tous ses détails. " ' 



.!-._->: 4v\ l 



i4- Au reste, nous, pouvkms tirer directement lf s_ mêmes consé- 
quences de la première expression algébrique de nos epefficiena, 
qui , en supposant toujours ({/ — i) m s A , reviennent à 



» . - ' \ 

il j?y à cm'à ebereber poi^r quelles fonûes <Te Pèxpo|&nt jw5=- f Jes 
coefficiens peuvent devenir jûiJs.' v v ' - \ • »» -• *"• • j> a\ v.\ 

£it d'abord, pour que A + T disparaisse, il mut que A soit une 
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des racines de À*-f- 1 = o , et partant soit de la forme ± i/— i . 
Il faut donc que )/—i , ou bien — ]/—*, soit une des valeurs de 



(j/ — i)" ou \/(l/ — O'î ce *l u * e *îg e <pe r et n soient tous deux 

impairs, comme on Ta trouve plus haut. 

• i 

Ensuîle r pour que A — ^- disparaisse, il faut que A soit une des 

racines de A* — i =o, et partant soit =b i : il faut donc que -f- 1, 

ou que —i soit une des valeurs de V(l/— - f J ce qui exige que r 
soit pair, et n impair. 



»» 



Enfin , si n est pair, et marqué par an', r est impair, et y/( y— i) r , 

revient à \/(=kl/— 0? expression qui, parmi ses un' valeurs, n'en 
a aucune A dont la réciproque soit encore A, ou bien.— A. De sorte 
que , dans ce cas , aucun des deux coefficiens ne peut jamais devenir 
nul; ce qui s'accorde entièrement avec tout ce qui a été développé 
plus haut. 

i5. Maintenant, tout ce qu'on vient d'exposer en détail sur la 
formule relative à co&mx peut s'appliquer de même à la formule 
qui exprime sin mx. 

Si l'on y veut aussi dégager des imaginaires les deux coefficiens 
des séries P et P, on trouvera la formule 

(/3). . .sinm(ec±^)==sin/n(ecrfc^i)Po+sin(m-7-i)(ecdbii)mP, 

qui est générale pour toutes les valeurs possibles de m, et où le 
nombre e désigne un entier quelconque depuis o jusqu'à /»— - 1 y 
n étant le dénominateur de la fraction quelconque m que l'on 

considère. 

* • i i 1**1 • i 

On trouvera de même que si lès' deux termes r eth de dette frac- 
tion sont impairs, il y a toujours parmi les angles sbo?, dtzx-{-c 9 
x^jric 7 etc. dbi3P-4-(>i — ï)c,' r rijpàtM&it aiflnêmè cosinus. 
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donné p, deux angles X, pour lesquels on a siibplemiént 

sin/7iX s= db P e , 

comme dans le cas de tn entier impair. ' ' 

Et que si, n étant toujours impair, le numérateur r est pjrif, on a 

sin mX = db toP, 

comme dans le cas de 77» entier et pair. 

Mais que , si n est un nombre pair, il n'y a aucun angle répondant 
au cosinus donné p, pour: lequel la réunion des deux séries P« et P 
ne doit nécessaire à l'expression complète de la fonction sin 7710: . 

16. On pourrait éclaircir toute cette théorie par diflerens exemples : 
je me bornerai aux plus simples. 

Supposons le cas de toise£* ^ qu* répond i la trisection, de 
l'angle •* dont le cosinus rèt p* - 

Nous avons ru qu'on aura, pour la première valeur cos£ j?, > . . . 



cos|or = P cos| d -f- yPoos -g-d, 

et , pour la valeur correspondante de sin . £ x , 

sin \ x = P sinf<i + jPsin^rf, 

et que les autres valeurs se trouveraient en prenant dans ces formule» 
les deux arcs xetd augmentés d'une , et puis de deux circonférences. 

Gomme on a ici h=3 7 et par conséquent — j — égal à 3, il en 

résulte que l'arc pour lequel les formules se réduisent aux mêmes 
que dans lé cas àe l'exposant entier, est l'arc x-t-ac; ce qui donne 
en effet 

cosi(* -^ sa P^cosi £d+*c) + £Ptt»(j — 1) (d+ac) ==--*P , 
wi(*+:w^P^ 
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lisqn peut vérifier ces résultats au moyen des premières valeurs 
de çoe-J-a? et -&!?&, supposées connues. En effet, qu'on change x 
en x-f*ac, et que, par les formules ordinaires, on développe 
cos 5(47+20), et siny(jp*«t-2£), ce qui donne 

cos^^c-f-ac) = cos^jp.cos^c — sin jx.sinfc, 
sin \Çx + 2c) s= sin|o;,cos|c + cos jor.sinf c 7 

il n'y aura plus qu'à mettre dana les seconds membres, à la place 
de cos j x et sinfo?, leurs valeurs données plus haut en P et P. 
Or, si l'on fait cette ^plptifcutien;, n* t64t'(à cause des relations 

cosf c = — sin £<*=*:.— î> e\ sin îç~^çqs|rf=— ^) que 
le second membre de la première équation se réduit à — £ P et 

è 

que le second membre de la seconde équation se réduit à — P«, 
comme nous l'avions trouvé par notre- analyse. 

Si l'on considère maintenant l'arc — ar, qui a pussi le même 
cosinus p , on trouve que , pour l'arc — x + c , on a encore les 
simples formules 

etc'e&t ççqçi ét^it indiqué par cotre epatyfe, puisque te multiple e 
de la circo^ifiér^nce qu'il faut ajoute? k farc pwpo$4 *-«x % est e* 

général *"*** , et devient ici . j" * ron rônpli 



Réciproquement , de ces formules simples relatives aux arcs 
x-t-zc et — x + c 9 on remonterait, j>âr ïa même vole , aux for- 
mulés composées relatives aux arcs x et —a:, en ajoutant au pre^ 
mier une fois, & au second deu* fois la circonférence. 

Et en général, on peut voir quç, m.étqpt une fraction quelconque 

de dénominateur impair, si Ton prend simplement, pour cosmx et 

• • • 

sin ta* , lés même» séries que dais le _ée» dé m ctftier impair, e* qu'on 
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en compose les autres valeurs de ces fonctions par le simple déve- 
loppement des expressions cos m (x + ec) , mxm{x*jrec) 9 on par- 
viendra aux mêmes formules générales (a) et (/3) que nous avons 
trouvées; ce qui confirme encore notre analyse. 

Quand le dénominateur de la fracjtion m est un nombre pair, les 
deux séries P et P entrent nécessairement , comme oh. l'a vu, dans 
l'expression de toutes les valeurs de cosmx et de sin mx. 

Ainsi, pour ih=^, vous trouverez 

cos£* = ^P # -f- ^-ïP, 

et les deux séries P et P entreront également dans l'expression 
des trois autres valeurs, qui répondent aux arcs #+c, — -ar, et 
— x-\-c du même cosinus proposé p. 
Pour m =£, on trouverait 1 

8in ix = iSEEE.p. _ ±2±S. f p, 

et l'on aurait , aux signes près des radicaux , les mêmes formules pour 
les -sept autres valeurs qui répondent aux arcs x+c, x+ 2c 9 
jc+3c, — x } — x~\-Cy — x*+-2C, — x-\-$c y du même cosinus 
donné p. 

in. Avant de terminer cet article, je ferai encore une remarque 
générale sur la nature des deux séries P # et P : c'est qu'on aura tou- 
jours, quel que sent l'exposant m et le cosinus p, l'équation de 

condition 

P: + m'P* = i. 

U suffit, pour le démontrer, de prendre les expressions géuérales de 
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cos mx et de sin mx données par les formules (*) et (/3) , de faire 
les carrés et d'ajouter; ce qui donnera 

cos â /wjp ~f* sra'/or = i sss J?l ■+- m'P s . 

Ainsi les deux séries P* et mP, fonctions de m et de pzzsoosx, sont 
telles , que l'une peut toujours être regardée comme le cosinus d'un 
certain angle dont Pautre serait le sinus. 

Or, si m est un nombre entier, ou une fraction quelconque de 
dénominateur impair, cet angle est précisément thX , X désignant 
-ioj^qn certain angle choisi entre ceux dont le cosinus est p. Mais 
si m est une fraction .de dénominateur pair, cet angle ne peut 
plua être /»X y quel qua soit l'attgUt .X que l'an voudra ehawifi entre 
ceux dnnt je viens de parler : ee qui ptéaente. une propriété, assez 
singulière des denx séries P c et mP. 

Mais voici* ttae expression plus générale et plus nette de ces 
deux séries., et qui donna un moyen m facile £e sommer chacune 
d'elles pour des valeurs quelconques de m et p. Si des deux équar 
lions (a) et (/3) , on tire par l'élimioation les valeurs séparées de P # 
et de P, on- troave «nr-Je^champ 

P* = cosin(<2— ~,r), 
jwP =3 sinwi(rf — x) y 

d étant toujours l'angle droit. 
Ainsi la série P , fonction de m et de /? = cosJC r exprime too^ 
# jours le cosinus de l'angle m {d — 0?), et la série mP est^ toujours le 
sinus de ce même angle. 

i8. On pourrait tirer de la les formules générales qui développent 
les cosinus et sinus d'arcs multiples par les puissances du sinus de 
l'arc simple. Car, si l'on nomme <p Tare d—x^p ou cos a: devient 
cos^if^zssin^ et? les deux formtffes précédentes nous donnent 

eosmf as P , 
sin/B<p ==• m? y 

4 
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ou, changeant la lettre <p en x 9 et p en q, on aura 

• fc<w . f TU*— I - , m* — I.Wt* — Q . 1 i-w 

8mg,x =lriT^+ 2 .3.4-* V -«tc. • » }=™Q- 

Ce sont les formules connues ; maïs nous allons les retrouver et les 
compléter par la même analyse qu'on a employée pour obtenir les 
formules (a) et (j3). 

h. • 

Développemens des sinus et cosinus (tares multiples en séries 
ascendantes suivant les puissances entières du sinus de tare 

simple. 

* * 

19. En faisant »toujour£ cosjtsj? et sinx = ^, on aura 
P = Vï — ?% et m 



cosor + y/ — »i sinar es y/i— 9**4- y|/— i, 
et si on élève à la puissance m , il viendra 

COSWMC+ i/"" 1 sinflw?= { V 1 t <f ■+■ HV mmm ^ \ m = *• 
On aura de même 

cosm^P — v/— t sin/n»r= {\/i — y*4-^|/"^ I }"^ l = *~î l 
d'où Ton tire • 

2COS7KZ = 2 -| — , et 21/ — 1 sin/ftr = z — -; 

et il ne s'agit plus que de développer z y c'est-à-dire, la fonction 

{\/i — ?*+?V / '— O** suivant les puissances ascendantes de <j. 
Or, en suivant la même analyse que l'on a déjà employée, on 
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tirera de l'équation z=* \\/i — q*+q[/ — i} m différenciée deux 
fois relativement à q, l'équation du second ordre 

m*z — qz' — (q* — i)s" =0, 

qui est la même que celle qu'on a déjà trouvée, en y changeant 
p en q. 

Si donc le développement de z est représenté de même par 
z s A + Bq + Cf' -f- Vq' -h E? 4 + etc., 

et qu'on substitue dans l'équation dérivée, au lieu de z, *', z\ leurs 
valeurs tirées de ce développement, on arrivera exactement aux 
mêmes ^équations pour déterminer les coefficiens A, B, C, D, E, etc. ; 
et l'on obtiendra, comme plus haut, l'expression générale % 

Ai m% -m. I !»*•»»* 4 -A m. 1 

{'-Tf-*-1T3xV- etc -} 

où il reste à déterminer les deux coefficiens A et B par la nature de 
la fonction développée. Mais , cette fonction z n'étant pas composée 
en q, comme elle l'est en p, les coefficiens A et B ne seront plus ici 
les mêmes, à raison de cette diversité de forme. 

oc Pour trouver des deux coefficiens , ce qu'il y a de plus simple , 
» dit M. de Lagrange , c'est de chercher par le développement actuel 

d les deux premiers termes de la série. » Or, puisque V 1 — Ç* donne 
1 — — + etc. , il est clair que les deux premiers termes du déve- 
loppement de 

{1 *f- qy/~ 1 — £ + etc.}" 



sont i+/7*7v/— 1; ainsi on aura 

A = 1, et B = J!i|/ — 1. 



4- 
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« 

Et, comme le développement de - est le même que celui 3e s, en 
y changeant m en — m, ou l/~ i en — |/— i, on aura pour 
l'expression de - la même série, avec les deux nouveaux coefficiens, 

À = i , et B = — m \S — i j 
d'où, eu faisant ces substitutions, l'auteur conclut les deux formules 

cosro*= i - -^--çj-f 4 __ x __ 7 « + etc.=Q e , 

X£ . 171*— & - B 771 . T» 1 — ■ I • 77»*— Q r . ^ 

sinwwasrof ^â - *"* 2.34.5 1 etc - = m Q> 

qui sont, ownwae on voit, les formules déjà connues pour le cas de 
m entier, ce Mais, par la manière dont nous venons de les trouver, 
» dit l'auteur, on voit en même temps qu'elles sont générales pour 
y> des valeurs quelconques de m. r> 

Ces formules, eu effet, comme je Fai démontré plus haut, sont 
vraies pour un exposant quelconque m : mais il faut ajouter, ce que 
l'auteur n'avait point remarqué, qu'elles ne conviennent qu'au plus 
petit des arcs dont le sinus est q. Car, qu'on suppose, par exemple, 
m= j et ar=czr, et les formules nous donneraient cosj-^rss 1, 
et sin | nar = ; valeurs fausses , puisqu'on, a., comme on sait , 

cos£<^ = 7, et sin|«rs= ^, En général, il est évident que les 
formules précédentes sont incomplètes pour un exposant fraction* 
naire m=-; car les premiers membres cosma: et sin mx> sont 'sus- 
ceptibles de prendre zn valeurs réelles différentes pour les différens 
arcs oc, #+c, ar-f-2<?, etc., a?-f-(/i-*-ï)<7, et leijrs supplémens 
<©•— x 9 <& — o:+c, <ar — ar-f-ac, etc. qui ont tous le même 
sinus q\ taudis que les seconds membres Q Q et mQ, qui ne con- 
tiennent que des pmsMt&ces entières de 7, n'en peuvent jamais 



F" 
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recevoir qp'une seule. Ainsi ces formules ne peuvent être esactes 
que pour «n seul des arcs dont je viens de parler, et sont fausses 
pour tous les autres j d'où l'on voit que ce nouveau point d'analyse 
a également besoin d'être éclairci et rectifié. 

20. L'imperfection tient encore ici à une détermination trop par- 
ticulière des coefficiens À et B : ces 'deux quantités sont bien def 
constantes; mais, comme je l'ai déjà remarqué, leurs valeurs ne 
sont pas simples : elles sont multiples, et du même degré de mul- 
tiplicité que la fonction développée que l'on considère. 

Et en effet, en suivant le calcul même de l'auteur, il est clair que 
les deux premiers termes du développement de 

suivant les puissances de q 9 ne sont pas simplement 1 -f-my|/ — 1, 
comme il le suppose, mais bien (ï)"-f-7ra(i)"~ '.yiA— 1 : de sorte 
qu'on a en général A=(i) 1 " et. B=5/?iy — 1 (i)" 1 ^*. H faut même 
ici, pour laisser à ces coefficiens toute leur géllr alité, prendre 

A <= (^i)", et B = my/~i . (l/i)-" 1 ; 

car le radical y 1 — y' ne donne pas simplement 1 pour son pre- 
mier terme, mai» bien \/\ ou la racine carrée de l'imité, qui a 
naturellement le double signe zfc. On voit donc , par cette expres- 
sion générale des detx coefficiens A et B, qu'ils ont précisément le 
même nombre de valeurs -que les fonctions oosfnjp et sin marque 
l'on considère. 

Au reste, ces mentes expressions de A et B pouvaient aussi se ' 
trouver par la même voie qu'on avait suivie dans le paragraphe 
précédent. Car il est clair que ces deux coefficiens A et B ne sont 

autre chose que les valeurs des fonctions z et -*z 7 quand on y fait 
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<7=o. En prenant donc ces fonctions, et faisant évanouir 7, on 
trouvera , comme ci-dessus , 

A = (l/j)" et B = m}/— i .(\/i)"=*. 

On a donc, pour le développement général de a, 

Z = (l/l)".Qo-f- •—!. (•.!)— ••'"Q, 

et, changeant m en — m, afin d'avoir le développement de j , 



s 
d'où l'on tire 



I = (/O^.Qo— tf— i.(|A) , —''»Qï 



_ _ l _S^I { ( v / I )-.-( l /i)— % }f»Q J j 
^(^l)^sinmx= 3 -^ 7 {(^)---(v/0--}Qo( (4) 

Telles sont les expressions de coswtr et de sinma: suivant les 
puissances ascendantes de sin x , et ces formules, en vertu de l'équi- 
voque attachée aux coefficiens des deux séries Q Q et Q, sont générales 
et complètes pour toutes les valeurs de l'exposant m, et pour tous 
les angles du même sinus donné q. 

2 1 . Lorsque m est un nombre entier pair, ( y/ 1 )" n'a qu'une seule 
valeur qui est + 1 , et l'on a simplement £{( lA)"+(lA)~"}= i: 
ensuite, le radical ( / 1)— •' a deux valeurs qui sont =fc i ; mais, quelle 
que soit celle qu'on adopte, le coefficient {(t/i)"~'-^(vA)'""} 
est toujours nul. Ainsi les formules deviennent simplement 

(pour m entier et pair) cosrox = Q„ sinma: = =fcmQ. 
La. première ne présente qu'une seule valeur, et la seconde en pré- 
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sente deux égales et de signes contraires ; et cela doit être quand m 
est pair, puisque si Ton cbange l'arc x en <sr—x, qui a le même 
sinus q, co&mx g^fde la même valeur et le même signe, tandis que 
sin mx prend un signe contraire. 

Quand m est un entier impair, (|/i) m a la double valeur db i, et 
(l/i)"~ ■ la valeur simple -f-i, et les formules deviennent ainsi. 

(pour m entier et impair) cos 7720: = ± Q , sin mx = mQ. 

Ici la première formule est double, et la seconde est simple, 
parce que m étant impair, si l'on met <sr— x au lieu de x 9 cosmx 
cbange de signe, et sinrax ne change point. 

La série Q se termine exactement, comme celle du binôme de 
Newton , dans le cas où m est un nombre pair, mais elle va à l'infini 
quand m est impair. La série Q , au contraire , se termine quand m 
est impair, et va à l'infini si m est pair. Or, pour avoir deux nou- 
velles formules qui se terminent dans les mêmes cas où les premières 
vont à l'infini , qu'on les différencie toutes deux par rapport à x , 

et si l'on observe que -^ =/*, on trouvera > en faisant pour abréger, 

^2 = CV et ^=o' 



cos ma: = p.Qfo) & smmx c= — — Q', 



dont la première s'arrête quand m est impair, et la secoride quand 
m est pair : et, dans ces formules, Pambiguité se" trouve renfermée 
dans le facteur p ou cos a:, qui change de signç qqand l'arc x est 
changé çn <ar—x. 

22. Tout ceci s'accorde entièrement avec les expressions connues; 

* 

mais Je passe au cas de l'exposant m égal à une fraction -. 

Dans ce cas, il est facile de voir que les coefficiens ded deux séries 



'/ 
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Qo et Q reçoivent an valeurs réelles, comme cela doit être, et qui 
répondent aux. 2» valeurs réelles de& fonctions cosmx et sin /fer, 
pour tous, les angles qui ont le même. sinus donjq£ y. Ainsi, la réu- 
nion des deux séries Q et Q est nécessaire en général à l'expression 
complète de çosmx et siumx spivant les puissances ascendantes de 
sinx. Mais:, parmi ces différons arcs d^même sinus ^, il peut y en 
avoir quelques-uns pour lesquels une des deux séries disparaisse 
par l'évanouissement du coefficient qui la multiplie , auxquels cas 
cosmx et sin nu? s'exprimeraient par les mêmes formules qui con- 
viennent au simple cas de m entier j et c'est ce qu'il faut actuelle- 
ment examiner. 
•** 

2 3. Pour plus de clarté, on peut d'abord délivrer les formules 
(3) et (4) de leurs imaginaires, comme on l'a fait dans le paragraphe 
précédent, en posant 

(l/i) w 3= cosmew -|- 1/— 1 sinrae*tr, 
(t/i)* 1 " 1 a» cos(m — - i)entr + |/ — 1 sin (m ~~ i)env, 

m 

<& étant la demi-circonférence , et le nombre e un entier indéter- 
miné ; et si l'on enveloppe sous la même expression {&& ± x) tous 
les arcs *e<&-\-x e * 2e<© , -*|-<sr — x de même sinus y, il viendra, 
pour les formules. (3)_ et (4) présentées dans, touie leur, généralité, 

{y). . . cosm(e<ardbor)==cos7ne«'.Q --%sin(m-«i)e/® , .wiQ, 
(J^) • ... sin m[e<& db x) = sin me<ar. Q -f- cos(m— i)e<sr. mQ, * 

où le nombre e est un entier qui doit être pris le même dans les 
deux membres, depuis o jusqu'à in—~\, avec cette attention de 
faire répondre les nombres pairs e a l'arc +#> et les impairs à 
l'arc *— x. 

ê 

' a4- Actuellement il est bien aisé de voir quels sont les cas où Pun 
jou Fautre^descoeffioien» de Q» et de* Q peut disparaître* Et d'abord, 
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pour que sin(ra — \)&ar ou aknmazr disparaisse, il est évident 
qu'on doit prendre lés nombres >eèzzo et iss/*,* étant "le dénon 

mmateur de la fraction m = -; » 

• ' i i . V 

On voit donc, par ces deux valeurs de e y que, parmi les -aiffprens 
angles du sinus donné 7, il y en a dei^x X ; savoir a;, et /mît + or, 
si n est pair; ou x el n<zr — x , si /^ est impair, pour lesquels ç>n a 
les mêmes formules -^ l% 

• cosmX c= db Q et sinmX sa sfc mQ,; , 

que dans le simple cas de m entier (les signes ± dépendant dé )a 
nature des deux nombres r et » qui forment les deux termes de la 
fraction que Fou considère). , 

En second lieu, on peut chercher les cas où Tautfce coefficient 

cos m&ar=z cos - e<at deviendrait aussi nul à son tour. Or il est év^ 

» 

dent que cela ne peut arriver que lorsque l'angle *■ e<rsr devient un 

multiple impair d'un angle droit. D'après cette conditiop , il est 
aisé de voir que le dénominateur n doit être nécessairement un 
nombre pair, et qu'alors on a, pour le multiple inconnu e, ces deux 
nombres 



» • r 



n Zn 

et a,== — , 

a. : 2 7 



qui seront tous deux pairs, ou tous deux impairs j selon que n se& 
delà forme 4"> ou 4*f4-a. 



j I a P I I • 



On voit donc. que, pour toute fracticm m = - de dénominateur 



3» 
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♦pair, il y à deux arcs X , savoir : - nat -f- it, et — «or + .r, ou bien 
-<y— # et — w — or, TOur lesquels on a ces simples formules 

ccfcmX ss ± wïQ, et siivmï =f ± Q c , 
dont chacune ne contient qu'une dés deux séries Q et Q. 
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Jfcvr tous le* entrai «ots .•èi «union deases d««x séries eat net»- 
saire à l'erfitesfion aûapiète Je cw/rtar et & «Mury statvant tel 
puissances de sin x $ propriété analogue a pelle des mêmes fonctions 
développées par les puissances du cosinus. Mais les développemens 
pit ieà sinus bttt Cela ttè pârtïeufrei 4 , qu'il n'y a aucun cas de l'expo- 
Sâhl >fl qui êïigë la téutiiflù deé &u* séries Q. et Q pour toutes 
les différentes Valeurs <fo IVc dii âin\ià donné; au lieu que, dans les 
premières formules (et) et (/3), il y a le cas de Fex posant M égal à 
une fracti(^ >d© deH^nilôiitmir pair, qui eïtgela réunion des deux 
séria* P # «t P ptiuHio»? fel* cWférwfc aiicttU cetw** datent» 

aJfofe tfoufc n'eiit*e*iofcrpas star te çdfat dan* «fe 'nàtivea** détails , 
et nous nous dispenserons de donner iti des Bppliôatiow pftrtî<rtr- 
lièrè* qui to ? àtt*aiebt aucune difficulté : nous nous «contenterons 
dfajoytev la remarque suivante, ."•■«.'.. *--.-• •»..- 



2$. Pour itabiir les formules gçpérate* (y) & (J% vous avons 




par ces nouveaux exemples que ce si l'analyse parait quelquefois en 
» défaut, c'est toujours faute de l'envisager xi'u ne manière assez éten- 
d due , et de la traitet avec toute là généralité dont elle est suscep- 
y> tible. *> Remarque trè*- jpste, que,M. de kffîw&t lifi-même venait 
de faire dans le même ouvrage, sur un point semblable de doctiîatj 
qu'il venait de rectifier d'après Euler, et qui a encore besoin d'être 
rectifié , comme on le verra datas le TV* paragraphe de ce Mémoire. 

Mai* je dpi* ajouter gue^'il s'agissait sftnpteottfrt d'établir 'les 
formules générales (a) , (j3), (y) 9 (J^, o^ pourrait y parvenir d'une 
manière plus directe et plus simple , et sans passer par des trans- 
formations ûnflgiQâ}res. t Et d'abord, il s#ffia»L^ ^cotfwe .on Ta déjà 
remarqué, d'établir ^ulement, ou les deux première?,, ou les deux 
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dermèrétf j cartëest Jhoile de-ptsslrf^eàqroiu^^ 



auxrvultysr 1 : -- / — 



Or soit, par exemple x à développer cosmx suivant les puissances 
entières de ^ = ços jf.j on aurait 






cosou: as À -f- Bp -f- Çp* + Dp s -fr ^tç,* 

où il faudrait défrerq^iijer Je? çpeffrcieus ^A. J( jB^C, P, etc. par la 
nature même de la fonction cosraa\~ r ' •. 

D'abord, il*est évident que le premier À est égal à ce que devient 
cette (bnetion quand on suppose jp =; p , ou Bien pc)?=:ecdzdi aiqsi 
Ton a d'abord ■ ~M- • » ■■■■',. 



Qu'og prenne ensuite la^pçtior* dérivée de ffsmx par rapport à p 9 
etU #rt clair que le $eWf}d efficient B est égal a ce que devient 
cette fonction dérivée quand on fait p = o, ou x^pcdtd^ ^in*i 
on trouvera 

Et ainsi de suite ^ ce qui donnera précisément là même for mule 

général* (<i)] qne^ idwiW' a^rM» ^thbiiiitiiralconanieécnaaife 

us. 



» i 

> m mm» > 



♦ i 1 ' I * » ' 'I ■ 1 ' . ' i » 

' ...» ». '•»» 1 • ■ "> » < * * Ij 

Dçveloppemens des sinus ou cosinus a arcs multiples par les 

, . p*n's*mb*s enitèté* dé K ia tamgm»fe dn iïamàinpkï . 

.t 

Ces formules^ qu'on tice facilement de ceHes que Jçan ÉernomTI^ 

a trouvées le premier par ihtiuçjipn (Actes de Leipsic, 1701), se 

démontrent aujourd'hui d'une manière très simple. On ftît toujours* 

suivant le théorème de Moivre ; 

5 
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cosmx -f-, |/r— i sin wwî ==^cosa:+ |/ — i sin a?)* =; (p+q\/-- x) m 9 
cos ma: — \/ — i sinmo: = (cosa: — f/— . isina?)" = (/>— fv/— i)"; 



» < • .» \ , . 



on développe les puissances par le binôme de Newton, et l'on ajoute 
les deux développemens j les imaginaires se détruisent, et, divisant 
par 2 , on trouve** ' • \ • " r V -, - • , 



> » > • 



cosw&r=/? w { i — .-Vf— — r— r — i • i — etc.}=/^S . 

Si ion retranche lçs mêmes expressions, les partie? reçlles se 
détruisent, et divisant par 2 y— i , on* trouve 









et Ion a ainsi, 'pour 1 expression de cosmx et de sinmo;, deux for- 
mule^ mil paraissent devoir èô^Vènir à u toutes les valeurs possibles 
de I exposant m. i 

26. Mais, au premier coup d'oeil jeté sjir ces formules, il est aisé 
de reconxlàttre^leur imperfection T&ns l£Ç3£ (Je l'exposant m frac- 
tionnaire, Car soit m une fraction irréductible -, et imaginez que 

l'arc oc devieûMar+6a;i0idéttgoaiiH^ 

un entier quelconque, il est évident que les séries S et S qui ne 

contiennent que des puissances entières de " ou tango:, garderont 

toujours les mêmes valeurs uniques; et que, par conséquent, les 

secondstn^mbre^dé nàs éqinfBQiis ^S è e.t/^&v^'^TèndU^S V^ r ? 

u 

SvVî conserveront toujours, leurs mêmes n valeurs dont deux au 
plus serçnt réelles ;, tandis que les premiers membres, cosmr, et 
sin ma:, acou erreront 7} valeurs différentes tontes, réelles. Ainsi il est 
impossible qu'on ait généralement, pour, tops t les anelep du même 



o 
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connus p et du même sinus ç y les formules • 

COS/72X ss £"*S . et sin/7Wt= z^S; 

d'où il résulte qu'il y a dans l'analyse précédente, qui parait si 
simple, quelque défaut particulier qui nous a échappé. 

* 

27. Pour le découvrir, je reprends la formule générale 
costikt -J- t/— • 1 smmx as (p + g\/— i) m , 



d'où l'on est parti, et qui donne 

cosmx + 1/ — 1 sinmx = p m S 9 -f- |/— 1 .;r?S; 

et je remarque que la démonstration présentée ci-dessus revient 
tout Uniment à égaler ici la partie réelle à la partie réelle , et l'imagi- 
naire à l'imaginaire; ce qui donne sur-le-champ les deux équations 
recomptâtes dont il s'agit. 

Mais si, dans le premier membre cosxfcz>4- t/ — 1 smmx. la 
partie réelle cosmx, et la partie imaginaire, |/—i sinrar, sont 
bien en évidence dans tous les cas possibles, il n*en est pas de même ' 
dans le second membre p m S '+ i/t— 1 . p^S : car quoique le terme 
p"S , paraisse réel, il ne l'est cependant que pour la. valeur. réelle 
de/?" (en supposant m^mç qtfily en ait Une, ce qui exige que:/> 
ne sojt jias négatif quand m est un exposant de dénominateur pair). 
Mais eu général ce premier terme p m &\, est de la* forme a+by/^ 1 • 
et il en est de mémç de l'autre terme j/— 1 ./#•&,. = - . v., .,. 

§i dope op. veut former, par la comparaison, deux équations bien 
précises, il faut faire en sorte que la partie réelle et la. partie imagi- 
naire soient aussi nettement séparées dans îe second membre qu'elles 
le sont dan? le premier. / ; .ir v • fî =r- •• irV.u-- . 

28. Pour f parvenir; jed&ighé pat 1 EFfa ^afc ré'eîlé et positive 
de l'e^ession p m y çn y $o«âdérapt ;l*flosii>u^ pb d'p»*f madère 
absolu?, ^lors^toutes Ips valeurs .4e p m , seront e%priu^gépéra]<^ 
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ment par IT(d= if, ou pa* 

p* t= II(cosme<ar «+■ !/*—-. i sinme*?) ', 



/ar étant la demi-circonférence, et le nombre, & un entier quel- 
conque, pair dans le cas de p ou cosa? positif, et impair dans le cas 
de cosx négatif. 

Substituer t.cebU vakne géaératade p m dan^la^reimàre équation , 
d'où Ton est parti, et mettant plus généralement, au lieu de l'arc x 1 
Tare e'<rardbx, on aura cette équation 

-••, »... <É 

cosm(e'<w=±e jc)-f- v/ — i sin m (e'flr db ar) 

ux lï (posme^S -*• sin maz^S) -f* rr(sih me<m$ -f- cos me <arS) iA~ i , 

où les parties réelle» al lesp&ntie» imaginaires sont nettement eépa* 
rées. On aura donc, en comparant, les deux équations exactes: 

co&m[e*4rzls x) = n(cos7ne<zrSo — sinme^S), 
ttniv(e'4rtfcj:) =? Iî (sin /#e<trS -f- cosmetsrS), 

oàt il ne reste pins qu'à voir quels 1 sobfc les\eb tiers e' et & qui vont 
ensemble pour la «toirespondance parfaite des deux membres de ces 
égalités» Or, si l?ow imagine que l'are ar dithinùe jusqu'à l'arc o\ la 
*érie;S défient ow la série S se réduit a i , et' Font a aussi tlrt: t. Les 
dew «quittons précédentes deroiment donc cosme'<srr=:'COSftz&9 > , 
et sin 77ieW:=x sin /t»z»\; dWiil résulté que, pour Faccord dès for- 
»plea, ieftdeux^ entiers ^ et qsoM toujours égrai etittè ett*, * 

29. Ainsi lés véritables formules générales pont 

cosmÇ&crdGx) = lî(cos?iie<w , .S ■— "emirt** 1 ;^ 
siu^e^rdeo:) a^n(siiu0e<z*'.â,, +• cosim^r^S) 

r 

oà)le nombre' fr'erttfe- mémé*dans' les tlfenx metabres, et doit; être 
jpwcjbspMb^'j^ti'à 39v (lés nfombïtt J jftArs 0, a, 4, 9, etù. répôn» 



1 
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<htttau«gne+) et les impairs i, 3,5,7, etc. répondant ensàgae— <- 
de Faegle «c , «que je suppose inférieur à Rngle droit). 

3o. Quand le nombre m est entier, ces formules reviennent aux 
formules ordinaires par l'évanouissement de smm&nr et par la ré- 
duction de cosm&nr à dbi. Mais si m est fractionnaire, la même 
chose ne peut «vîsir fora que poser w* teetaiot arc x * \ mm » e *ta*tt 
un nombre déterminé tju'U est Acide ui* twwwer : et eria même 
n'arrive pas pour tous les exposans m; car, m étant une fraction de 
«ténaxMHsatetir pair, et Fan que Foneowidàre «étant or**,*, de<*si- 
«us négatif ; «comme fe nombre e doit aiowêtre pris parmi les impairs,, 
et qu'il n'y a autan ■ombre impair e qui puisse donner «in meotsto, 
ttenifeulte que, parmi tous les ara du même sinus et dn même 
eecnms doraé* il n*y <napasiift w*d auquel les formées ordmiàfe* 
puissent convenir. Il n'y a dote que nos foi-mules générale* qoi soient 
applicables k tous les exposens poss&ks,*t à tous le* ares tf tme même 

fangente donnée -. 

3i. Mais si l'on veut se borner aux valeurs de cosmx et sinnur, 
uniquement relatives à l'arc simple que l'on considère , on n*aura 
qu'à faire, dans nos formules, ess=o, pour ïte cas de x plus petit 
qu'un droit , et Fon aura le# formules ordinaires ; d'où Fon voit 
d'abord que ces formules conviennent à un exposant quelconque, 
pourvu que l'angle soit inférieur à Fangle droit. 

« 

3a. Ensuite, pour un arc de cosinus négatif, on fera e^zi t ce -qui 
revient à considérer dans la formule Farc «w— ar plus grand qu'un 
droit ; et îVin auîfa 

cosm(w — x) = n(cosm^r.S — sin/Twr.S), 
sinm^ — x) = n(sinmw.S # -f-cosw»\S) % 

qui ne Nmnmmt pkrsenx «formule* ordinaires, Voà Fon voit que. 



4* RECHERCHES SUR. L'ANALYSE 

même eu se bornant aux valeurs relatives à l'arc simple , les formules 
ordinaires se trouvent fautives , quand . le cosinus de cet arc. est 
négatif. 

IV. 

* 
Développernens des mêmes fonctions cosmx et sinmx par les 
puissances descendantes du cosinus de Parc simple x. 

33. Au commencement de ce Mémoire, nous, avons développé 
cosmx et sinmx en séries suivant les puissances ascendantes du cosi- 
nus de l'arc x que l'on considère ; mais les géomètres ont aussi donné 
des formules pour développer ces fonctions par les puissances descen- 
dantes de la même variable, ce qui présente de nouvelles difficultés 
qui méritent un examen, tout particulier. 

En supposant l'arc x plus petit qu'un droit , et par conséquent 
le cosinus p positif, on a trouvé plus haut les séries exactes 

cosmA? ss p*$o, sinmx = p m &> 

qui contiennent les puissances de p et q mêlées ensemble : or, au 
moyen de l'équation q % = i — p% on pourrait faire disparaître toutes 
les puissances paires de q , et il viendrait deux séries qui procéde- 
raient suivant les puissances descendantes de p ou cosx, ce qu'il 
s'agit d'obtenir. Mais, comme il serait difficile d'arriver à des séries 
régulières, par la simple substitution, on observe qu'en vertu des 
deux équations connues 

2C0S4? . COSTOX = COS(?71 + l)x + COS(l7? — ■ l)x, 

icosx .sinmx = sm(m+ \)x •+- 8in(m— i)«r, 

les cosinus et sinus d'arcs multiples forment toujours deux séries 
récurrente dont l'échelle de relation est acosx, — i. Ainsi, en 
partant des. &w.preqtyèref valeurs de cq&WÇ et sinmx pour to=q 
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* 

et i»ss 1 9 il est fecile de s'élever aux autre», et de fermer deux 
table» qu'on peut étendre aussi loin quVra veut, et d'où Von tire 
les deux formules suivantes 



cosnurssjTja— » — in.a— '--h — — . 2 — •_ — e te, ] 

(Voyes le Mémoire d'Eu 1er, Nova Jeta Peir. 9 tome IX, et le 
Calcul des Fonction* de If .-4e JLagcange , Leçon X). 

34- U parait que ces formules n'ont été trouvées que par tâton- 
nement ; mais on peut les démontrer à posteriori, en faisant voir 
que, si elles se vérifiaient jusqu'à un entier quelconque m y elle* 
s'étendraient au nombre m-f- 1 j d'où il résulte qu'elles conviennent 
à un entier quelconque. (Voyez le Calcul differ. de M. Lacroix). 

Biais , par la manière même dont ces séries sont obtenues , on peut 
douter qu'elles soient applicables & un exposant m fractionnaire : 
on trouve même que, dans le cas de m entier et positif, ces .séries 

vont à l'infini» et 4 ue > ** l' 0B t * ent compte dé tons les termes , elle* 
donnent,, pour cos/wx et sinnuc, des valeurs fausses. 11 est vrai que, 
par la nature des tables dont ces séries ne sont que les termes géné- 
raux, on ne doit aller, dans ce cas, que jusqu'aux termes qui con- 
tiennent des puissances positives de p. Mais, comme, les termes qui 
suivent, dit M. de Lagrange, ne sont pas nuls, on ne voit pas, 
a priori f pourquoi on les doit rejeter; et l'on voit encore moins ce 
que la formule exprimerait en ne les Rejetant £as : difficultés singu- 
lières que l'auteur se propose de résoudre dans la Leçon suivante. 

» 
35. Eukr est le premier qui'ait reconnu et corrigé cette espèce 

d'imperfection des formules dont il s'agit, et il a lait voir que* pour 
être générales et applicables à toutes les valeurs de m 9 elks devaient 
être complétées par des formules toutes srtnUakla» , *àmè cà Fexpo» 
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tant ,/rç ea njégati£ JM« 4ei#gra©gç, dans k Leçon XI 4 Je l'oiuvmg» 
cité, paryi^t,: par une w»lys9 à p#u prèa SetaWaWe , à oéUt même 
conclusion. De sorte que, si l'on représçate* povr abréger, la pne* 

mière série /^{p""" 1 -"" *^a"~ 5 -^-He|c.} par ^0^,> çt la même 

série où l'on changerait m en —tu, par jr" m O_ lll , on a pour le déve- 
Jpppement complet <fc «ositec suivapHes puissances descendantes 
de cos x , la formule générale 

36. Maintenant on voit que, si >n est un nombre entier, cette 
formate, quêique prolongée^ l'infini, revient toujours à une forme 
finie , par la destruction mutuelle de tous les termes qui contiennent 
des puissances négatives de p; de sorte' que le résultat est le même 
que celui qu'on obtiçjidraitpar la simple série p*0», en n'y cotiser- 

■ 

vent qve les puissance* positives de p ; ce q^iVaecorde' parfaitement 
aveaee quto a Vu pins tant. 

Biais, si m est ftaetfotiftifire, dit M. de Làgrange, les puissance* 
négative* «te p ne se détruisent phis , et la réunion des deux séries' 
jfî} m et 'p**Ck- m r «s* feëeesaaire i l'expression' éômplêtë de eos mar. 

37. Quaot à $inmar f si l'on diffèrewi» 1* fowde* prudente 
p*r rapport à-*, on 'trouve, en observant que jg est égal à ^^, fa 
ormule 

' .«• 41 I ' • • r 1 * * %\ * ft 



où je désigne par/Tl,, la série //"{aT - * ^— (m— a), a— *4 -*■ etç, j , 
et par p^%m% fr ffl^W, «fw 1& Vm <ÙmW V W 1 *«■*»,. fit. ifal 

i 
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Imperfection des formules* préèéaentes \ . . 

• - * * < • 

,3$.. Telles sont doue, d'après Euler etiM. de L^granje, les véri- 
tables formules générale» qui expriment ços/wir tt smmas par les 
puissances, descendantes de p on <x>s*. 

Mai^, quoique ces formules parassent assez bien établies, et même, 
qu'elles se vérifient pour un exposant entier quelconque, on va voir 

Qu'elles sont tirées d'une analyse défectueuse , et qu'elles n'ont pa* 
u tout la généralité qu'on feur suppose. 
Et en effet, pour les démontrer, on considère d'abord l'expression 

générale de cosmor, qui est 

» 

co&mx = A \^ rr * / t 14: — !L r . / 9 

• \ 

• 

et l'on observe qu'il n'y a plus qu'à trouver le développement des 
binômes suivant les puissances descendantes de p. 0f, par une arra 1 
Iyse qu'il est inutile de rapporter, 6w trtiuve id'alrord , ^jïoftr te pre- 
mier \p ■+- VJô^— 1/ , ce développement générât v '' 

et changeant m en -r- *P% P» a ffilll dfc£ÙWfi «W- <k (/*+• V)f — i)PV 
qui <fcfrà**ut & (p^**- vV" - ^»)" : d'rôVoî*. cçftckit spr-lfrcbamp l*i 
fwamifi gfttfrifedortUVtgU: . . * 

Mafe» sau* revenir- i$i sur le* calcul d'fiuler ou de Lagr^pg^, 
on peut reconnaître au premier coup- d'ceU que ce démk>ppa- 

ment de (p+ Vp* — i) m est tout-à-iui ikattf dkns la queatkm 
que l'on^ considère. Car, p ou epsx étant ici essentiellement plus 

p + Vf/^"™. 1 ^" < a, néçessaiy entent toutes les va- 
leurs itq^naires, tandis q^ue la S^rjf, ^"O^a^au moin^ une valeur 

6.. 



% 
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réelle. L'équation (p -J- Vp*—" 0* = *fPQm ne peut donc ici avoir 
lieu; et si Ton veut remonter à la source de l'erreur, on verra 
qu'elle est dans la supposition tacite de p > 1 . Dans l'analyse 
dTLuler et dans celle de Lagrange, on détermine même le pre- 
mier coefficient de la série par le cas particulier de p égal à l'in- 
fini; ce qui répugne tout- à -fait à la nature de la question. A la 
vérité, on peut trouver ce même coefficient d'une autre ma* 
nière, en cherchant, par le binôme de Newton, le premier terme 

du développement de (/> + V^*— "0" ; mais le vice du calcul y 
est toujours le même; car, pour avoir ce premier terme, on com- 
mence par réduire le radical S/jP — i , qui est ici imaginaire, dans 
la série 

i t % S 14 4* 

P * P (^ (^7 ( 2p y (3 P )t (v)» ctc * 

qui est toute réelle, et par conséquent fautive, à moins qu'on ne 
suppose /i> t. Ainsi, dans tonte cette analyse, on suppose tou- 
jours p ou coaar plus grand que l'unité. Il est possible que, dans ce 

cas, la série a/fO» soit le développement exact de (j*4"V^ â "— *)" 
(et cela même est vrai) ; mais /?>! ne pouvant plus. représenter un 

cosinus, l'expression (p -f- V^ m — 0" ne P eut P^ us répondre à une 
quantité de la ferme cosmx-f- \/—\ sinmx; et la formule géné- 
rale qu'on a tirée de ce'développemetrt cesse xl'étre applicable aux 
lignes trigonométriques dont il s'agît. Elle ne peut plus convenir 
qu'à des cosinus d'angles imaginaires ; ou plutôt, comme on le verra 
plus loin , elle convient à des abscisses de secteurs réel» cbMidérés 
date l'hyperbole éqvrilatère. 

39. Cette étrange hypothèse de /?=.Oo, dont Euler fait usage 
pour déterminer les coefficiens de sa formulé, «n'a point échappé à 
ce grancj géomètre, qui en fait expressément ta remarque k 1a fin 
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de ton Mémoire. 11 avoue qqe ce cas particulier dont il s'est servi 9 
et qui est si contraire à la nature des choses, peut rendre les for- 
mules fort suspectés : mais si Top fait attention > dît- H, que le 

développement de l'expression (p+Y^* — O^+O 7 — V/>* — 0* 
est d'abord établi d'une manière générale , et sans aucune idée 
d'application à la théorie des angles , tous les doutes doivent s'éva- 
nouir d'eux-mêmes, surtout quand on observe ensuite que la 
formule s'accorde si bien avec la vérité. 

' 40. Mais il faut convenir que ce raisonnement ne lève aucun 
doute. Car, en supposant même que la formule se vérifie dans les 
applications (ce qui n'a pas lieu), il resterait a voir pourquoi une 
formule, tirée d'une analyse qui suppose nécessairement j?> 1, 
serait encore bonne et applicable lorsque p est < 1 , et peut ainsi 
répondre à un connus. 

S'il en était ainsi, il faudrait prouver que cette supposition de 
p>i y qui est actuellement nécessaire pour l'exactitude de cha- 
cune des deux équations 

(p + y/^T 7)- sa a.jE-Q., 

disparaît d'elle-même dans l'additkfe de ces formules, de manière 
que la formule résultante est également applicable aux cas de />> 
ou < 1. C'est, en effet, ce qui arrive dans le cas où l'exposant m est 
un nombre entier positif ou négatif, comme je vais le faire voir 
tout à l'heure ; mais c'est c£ qui ne peut plus avoir lieu dans le cas 
de l'exposant m fractionnaire. 

• 4 1 - Pour le démontrer, je suppose qu'on développe*, par la for- 
mule de Newton, la puissance m* du binôme p + y//> m — 1, on 



aura d'abord, en séparant la partie rationnelle de la partie affectée 
du radical, 
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+ l^{m^+5î=îp^ 



on aura de même 



. i 



. » 
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Si Ton ajoute ces développemens , la partie affectée du radical 
l/p % — i disparaît, et il vient simplement 

équation parfaitement exacte, quel que foit 01, et quel que soit p 
plus grand ou plus petit que l'tuûté. 

Si, avant de faire l'addition des deux expressions précédentes, on 

avait substittié au radical \/p*^—\, le développement 

: - . . •. 

II 2 

qui n'est légitime qu'autant que p est > i , les* parties pvoveaatttat 
de oe radical développé ne s'en seraient pas moins détruite» dans la 
somme des deux formules, et par conséquent on pourrait encore y 
supposer sans erreur la quantité p<i , ou faire p=cos.r, auquel 

cas le premier membre (/*+ V/* 1- 1)" + \P — Vp % — *> répon- 
drait précisément à icosmx. Ainsi , la fausse supposition qu'on 
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4tmii &ite *të sçrs^it encore évanouie du résultat, qui- resterait^ çuçy 
exact qu'auparavant. f ^ . 

' fybis, * u feu de former le développement de (/? w V/>*— •O" 
ma ]# voie, que ]C viens <Je suivre, ça obsçrve q»'on a l'équation 

identique 

qui est vraie quel que soit p\ et que par conséquent, pour avoir le 
développemetat de \p — \fj?— */ > il suffit de changer m en — m 
.dans celui de (/>-f- V5?~ i)*? leq ue l réppnd 41a série a/^O.. 
On a donc cette nouvelle expression de (/? — V/> m — i)* 



» • > • 






) 






Jaqpfll^.w y^metjtant, au lieu du radie?! V;? 1 — **, s* valeur 

Or, ce nouveau développement de (p — \p % — 1)* ? qui ne con- 
tient que des puissances pr m 9 /r" 1 ""*, P~ m "~ i i etc., ne peut être 
identique avec la premier, où les puissances jF)JP~*j P m ~ 4 > etc. 
sopt toutes différentes , à maitos que m ne soit un nombçe entier. 

tyonc, si m est u&etyactioô, pn-pe^pêut ^pfcas &À que, dans l'ad- 
dition dts deux formules 
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i . 



y/p*— 7 se détruisent mutuellement, et que par conséquent h 
supposition de/>> i ait disparu du résultat. 
Mais si m est un nombre entier , le second développement de 

(^— V^*— *)* oe contenant aucune puissance /*"*, p *" % 
p~~ m ~~ 4 , etc. qui ne se trouve aussi dans le premier, ces deux déve- 
Joppemens de la même quantité seront nécessairement identiques; 
et par conséquent , dans l'addition des deux formules précédentes f 

tout ce qui provient du développement fautif de \/p % — i dispa- 
raîtra, comme plus haut , du résultat , qui par conséquent sera 
encore applicable dans le cas où p est < i , et répond ainsi à un' 
cosinus. 

4a. On voit donc par là que la formule «TEuler ne peut convenir 
qu'à «m exposant m entier, auquel cas elle doit rentrer, et rentre 
en effet dans l'une ou foutre des deux séries (À) et (À') qu'on* 
trouvées dans le preijiier paragraphe, et qu'on écrirait simplement 
dans l'ordre renversé : ce qui n'apprend plus rien de nouveau. 

Cependant Euler et Lagrange regardent cette formule comme 
applicable à toutes les valeurs de m; et dans son Mémoire, Eûler 
donne l'exemple particulier de pis=:£, où il trouve que la formule 
se vérifie. En effet, si l'on pose, pour abréger, zp = u y la formule 
donne, dans le cas de m s= £, 

-f» etc., 

d'un autre côté, on a acos i x as \Za -f- u j or \Za + i# développé 
en série suivant les puissances descendantes de u , donne 
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ce qui est précisément la réunion des deux séries précédentes dans 
le développement de acos-Jar. 

Mais il faut observer, * cause de - < i , que ces développemens sont 

illusoires, et aussi fautifs que celui de %//>* — * :=Z P ■ , y e * c - 

dans le cas de p < i . En supposant, par exemple, un angle x égal 
aux deux tiers d'un angle droit , on a p = 7 et u = 1 , et la vraie 
valeur de acos j x est V3 , qui est < 2 : or , par la série , on 
trouverait 

acos^=i + i— -:+* — f-K — T* + *f— etc. toujours > 3 , 

ce qui est tout-à-fait faux. 

Ainsi, cet exemple de m=£ est une nouvelle preuve de ce que 
j'ai avancé; et les formules dont il s'agit ne peuvent être exactes, 
dans le cas de m fractionnaire , que lorsqu'on suppose p > 1 • Alors 
les séries sont convergentes, mais, comme je l'ai dit, elles ne répon- 
dent plus qu'à des sections considérées dans l'hyperbole, et c'est ce 
qu'on verra au n° 5a. 

43. On a vu plus haut que, si m est un nombre entier, la fausse 
supposition de p > 1 disparaît dans l'addition de nos deux séries 
2fTO m et 2/T"*0_ w : mais il est évident que la même chose n'a pas 
lieu quand , au lieu de la somme , on prend la différence de ces deux 
expressions. Ainsi, même dans le cas de l'exposant entier, on n'a 
point l'équation 

{p + y/p*— O - — 0>— V> m — 0" = ^"0.-3^—0.», 
à moifcs qu'^n ne suppose /* > 1 . On ne peut donc avoir 

av/— 1 ûumx = 2^"0. — sp m ^ m 0^ mJ 

et il faut rejeter cette expression de sinmx, non point par la raison 

• 7 



5o RECHERCHES SUR L'ÀJSAXYSE 

qu'elle serait embarrassée d'imaginaires, mais bien parce qu'elle est 
tout- à-fait fausse. 

44* Quant à l'autre formule qu'on a flonnée pour sinmx, et 
qu'on obtient sur-le-champ, par la simple différentiation de celle 
qui exprime cosmx, il faut lui appliquer tout ce que j'ai dit de cette 
dernière , et en conclure qu'elle ne peut être exacte que dans le cas 
de l'exposant m entier. 

Recherche directe des véritables formules. 

45. Après avoir montré le défaut des séries précédentes, il nous 
reste à chercher directement lel véritables [si toutefois ces formules 
générales sont possibles) , et à dissiper tous les nuages qui pourraient 
encore obscurcir ce point d'analyse. 

Or, .eu-considérant d'abord cosmx, nous avons trouvé plus haut 
la série exacte 



< tn.m— 1 g* . »*.»— 1.7*— a. m— 3 d* t 1 
cosm*=:;>"{i T-'p-l 2.3.4 J*" - etc *>/ 

où l'on a f m =i — ff, ?<== 1— ap % +p* y q*z=. 1 — 3p*+3p*-rp* 9 etc. 
11 ne reste donc qu'à substituer ces valeurs de 9*, 4*, 7°, £tc , et à 
ordonner toute la série par rapport aux puissance» desoendaijfps 

Or, si Ton fait, pour abréger , 

~ a » 3.3.4 ■ » 3.3.4.1:3 c > etc > 

et si l'on représente la série cherchée par 

cosmx as A/T — B/?"""* 4- - Cp*-* — —^ l>p m ~* H- etc. , 
on trouve, pour les coefficieos successifs, A, B, C, D, etc. 
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A= i -{- a ■+- A •+■ c -f- </ -+- â + etc. , 
B = a + 2*+3c + 4i+5e + 6/'-f-etc., 

jC == A-t-3c + 6d-f- ioe + i5/"+ 21^ + etc., 

« 

.— •* • D =b c + 4^+ ioe+ ao/Vf- 35£-f-56A4retc., 
etc., etc» r 

cocfficiens dont la composition en a 9 &, c 7 d, e,j\ etc. est évidente ; 
mais dont il s'agit maintenant de trouver l'expression finie en fonc- 
tion de l'exposant m. 

Pour cela , j'observe que le premier coefficient Â , si les termes 
successifs i, a, b, c 7 d, etc. çn étaient respectivement multipliés 
par i , jTj jr* y jr* y jr*, etc. , deviendrait i + ay •+■ fy*-fr- ÇX*+ etc - 

c est-a-dire, i -+- . j^ + 5 — j — • y* + etc. , 

qui équivaut a — - — ^ •" ss Y, 

de sorte que A est préciséntent égal «à* cette fonction Y quand on 
y faites 1. Et il est facile de voir que les autres coefficiens B, -C, 

-~^ . 0, etc. se trouveraient de ta même manière par la différentia - 
tion successive de cette fonction. Et en effet, on aurait 

i +«r-h*r , +er 3 +<^+er 8 -K6 r, 4-etc ==y, 

a + aif «+■ 3çr' ■+■ 44^ H" 5 W* + 6^" -f- etc . = -3- ,* 
i-r-*3c + 6cjr*+ ioer s + i5^H-etc. = - . ^, 
e +4dy -h MW7*-f- ao^-fr* etc. se ^ ..^ , 
<* + 5*T + i5/>-' 4- etc. = j-^ . ^ , 

Or, si l'on fait /= i , les premiers membres de ces équations de- 
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viennent les coefficiens A, B, -C, — 5 D, etc. de notre* série j d'où il 

2 * 2* O 

résulte que les valeurs de À, B, C, D, etc. en fonction finie de 
l'exposant m , sont les fonctions dérivées successives de la fonction 

y— fr + ^+O-Kr)^ où l'on fait ensuite ./= i, et.que je 

dénoterai simplement par (Y), (Y'), (Y"), (Y' w ), etc. 
Ainsi l'on trouvera de cette manière : 

» 

À== (Y) = i{a"-{-o"}, 

B = (Y') = ^ M*— _o— )}, 

C sa (Y") = -, {m.m— i.(a"- , -f-o"- , )--in(a ,,, - , --o"- , )}> 
D = (Y'") = l{m.m-^i.m— a.(a— r — o— 8 ) 

E sas (Y l? ) = l{m.TO— lîm— a.m— S.Ca'-^+o— 4 ) 

— 6m .m — i.ni — a.(a*"~ s — o" - " 3 ) 

-f- i5hi.hi— i. (a"^*4" °*~*) — \5m(2 m ~ l —o m ~ l )} f 
etc. , etc. , etc. 

46. Telle est k véritable expression analytique des coefficiens 
A, B, C, D, etc., et dans laquelle il faut conserver les termes o*, 
o""" 1 , o"~% etc., parce que chacune de ces puissances de zéro reçoit 
une valeur particulière, qui est l'unité, ou zéro, ou l'infini, selon 

que l'exposant de cette puissance est nul ,• positif ou négatif. 

* 

On auva donc, pour le vrai développement de cosmx suivant 
les puissances descendantes de p ou cosx, en supposant toujours 
l'angle ôc plus petit qu'un droit, et ne considérant que la seule 
valeur de cos mx , qui est relative k cet arc simple ; on aura , dis- je , 
la série générale 
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co.m*= (Y),- - (T')/^7 + ;(Y V" 4 - ^ (Y"V- + etc., 

où (Y), (Y ; ), (Y"), etc. sont les fonctions dérivées successives de la 
fonction Y= v ~ YJJ ^ v Z£L ^ dans lesquelles on fait /= i . 

« 

47- Maintenant, si l'on suppose m égal à un entier positif, o, i , 
a, 3, 4 > etc., on voit que notre série s'arrête d'elle-même, comme 
cela doit être , et qu'elle donne la valeur exacte de cos nue. 

Ainsi, pour les dew premiers nombres m—o et m=i, on 
trouve que le premier coefficient seul a une valeur finie, et que 
tous les autres deviennent nuls. 

Pour m ss a et m s= 3 , il n'y a que les deux premiers coefficiens 
qui subsistent, et tous les autres s'évanouissent. 

Pour 01=4 et m = 5, il n'y a que les trois premiers coefficiens 
qui subsistent ; et ainsi de suite, à l'infini* . 

48. Mais si m est une fraction , la série ne se termine plus ; et 
même les premiers coefficiens de cette série ne demeurent finis qu'au- 
tant qu'ils ne renferment pas encore dans leur expression , de puis- 
sance négative de zéro. Ainsi, pour m compris, entre -o et î , il n'y 
a que le premier coefficient qui reste fini j pour m entre i et a, il 
n'y a que les deux premiers coefficiens qui restent finis ; et ainsi de 
suite. Au-delà, tous les coefficiens deviennent infinis, et la formule 
est illusoire. 11 en est de même pour les exposans négatifs. D'où je 
conclus que ce développement fie cosmx par les puissances descen- 
dantès ff, p m ~* 9 etc. du cosinus p de x, n'est vraiment possible et 
applicable que lorsque m est un exposant entier positif; auquel cas 
il rentre dans le développement de cosmx par les puissances entières 
et positives de p. -- * '■-■.' ■' î - 

49. Une chose digqe de remarque, c'est que, si dans l'expression 
analytique de nos coefficiens A, B, -C, — r . D, etc., on négligeait 
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tous les termes en oP, o m ^\o m ^\oT^ s , çtc.^ en les comptant comme 
nuls, on trouverait précisément les coefficîens de l'ancienne série 
p^O my savoir : 

2*-*: m. 2 M ': . 2***: —^ — • a" 7 ; etc. 

D'où l'on voit d'abord pourquoi cette, ancienne série donne tou- 
jours pour cosmx des valeurs fausses. : et eu second lieu r pourquoi 
dans le cas de m entier elle, donne une valeur exacte si Ton n'y 
prend qqje les termes, qui contiennent des puissances positives* de p\ 
car cela revient à rejeter de la véritable expression tout ce qui s'y 

trouve alors exactement nul. 

• 

5ow Par une analyse toute semblable à la précédente,* on pgut 
trouver le développement, général de Wkmx par le» puissance* dô*- 
rendante* de /?. Car on a d'abord 

•"«=** ■"[» 173 — -?+ TT74T5 y cto t 

d'où l'on peut éliminer, comma plus haut, toutes les puissances, 
paires de q. Or, si l'on représente le résultat ordonné par la série 

sin ma: = ffÂp— * — I^~*'H- £<V*~* — jjj • ty~* + etc. } , 

et que Ton considère la fonction Y = tl+|/ ^ a T3 > on aura 

À, B, C, D, etc. respectivement égau* aux fonctions successives 

^> ^> 7p> 7p > etc - quaû * on y îait Jz=s lm Ce qui donne 
BaB(Y')=4{iii(a^=»+oF-) -(a-— o-)J, 



C==(Y")=i{w.m-i.(a— -o— )-3«i(a— +0— )+3(a--o-)}, 

• 

B=(Y»9:=etc., 
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i et l'on appliquera à cette formule de «sinmjc tout ce «jne j'ai dit de 

la première. . 

... i • ( 

5i. On pourrait ensuite compléter ces formules, comme dans le 
paragraphe précédent, afin, de les rendre tout-à-fait générales, c'est- 
à-dire applicables à tous les différens arcs x qui peuvent répondre à 
un même cosinus donné p, positif ou négatif :"cPoù l'on verrait que 
la réunion des dçu*. séries précédentes est nécessaire ^en général à 
l'expression complète des Fonctions" cos mx tetf sin mx . etc. , etc. 

Mais en voilà beaucoup, et peut-être trop sur ce sujet, puisque 
«es séries illusoires, pu 4ivergeptes 4e leur nature, ne peuvent être 
appliquées «aux sections angulaires. . . t 

5a. Toutefois, il est nécessaire de confirmer ici ce que j'ai avancé 
plus haut sur la nature de la série zp*O m . J*ai dit que cette série 

n'était le développement de l'ixpresfian ^jp-J- Vfp*-^x)"Vcpjedans 
le ca« de p >• i : c'est ce qu'il est facile de voir directement par 
l'analyse précédente j car on a 



s- ' 



+ V^WJÂ/»"-' -^r^ 3 -*- ;Ç^- S — etc.} , 

et, si l'on met, à la place du radical \/p % — i , ce développement 

■» ■ 

i. .. 

qui suppose nécessairement /? >,î 9 on prouvera _, çn ordonnant toute 
la #érk par rapport aux puissances^", />•""•, J*^" 4 , etc., 



+ ^(^+!-»Â)-«c. 



Or, par nos valeurs générales de A, B, C, etc. A, B, C, on trouve, 
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en effaçant ce qui se détruit , 

(A + Â) = a"; (B4-B-f-^Â) sa i»2— •; 



/Ç4-C-+-B 



k*) = - 



• 2 — 9 Gffc* y 



m • III ô' 



(ap)*"^ 4 — etc. 



a 8 

et par conséquent, on a 

. . • >.. • — 

* 

Ainsi , il n'y a aucun doute que cette série ne soit le développement 
exact de \p + >//>*— 0"> ma * 8 seulement dans le cas de j>> î. 

Il résulte de là que la dquble formule' 

■ 

ne convient point au cosinus ou sinus du multiple mx d'un angle x 
dont le cosinus est p et le sinus yi— ^*; mais bien à l'abscisse P 
et à l'ordonnée y/p« — i d'un secteur hyperbolique #n<p, multiple 
d'un secteur <p dont l'abscisse serait /? , et l'ordonnée , V)>*-— *• 
En effet, en nommant & le double de ce secteur (p, on a, comme 

on le sait, dans l'hyperbole équilatère, « = J(j>-+- V/>*— - Oî d'où 
l'on tire e" s?=p -f* V^* — x i «t partant, e"~* zsp—r ^p % — i . Ainsi 
l'abscisse p et l'ordonnée V]P*"~ * répondantes au secteur <p, sont 



ezpnmees par 



et 



>. On aurait donc de même, pour 



l'abscisse P et l'ordonnée VP" — : i \ qui répondraient au secteur mp y 
les expressions 



jnm 



a 



P, et 



#jréi 



.—wtii 



= V/P'— i; 
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mais on » «„„ = (p+ V>'— »)" et r"» (p— 'V>*— 0*5 
et par conséquent, 

(/+ i<^r + (i - •F^ir ._ r 

Ce qu'il fallait démontrer. 

53. Il résulte de toute cette analyse que, dans le cercle, on ne peut 
développer l'abscisse ou l'ordonnée d'un secteur multiple que par les 
puissances ascendantes de l'abscisse p< i , qui répond au secteur sim- 
ple; et c'est ce qu'on a fait au commencement de ce Mémoire. Que, 
dans l'hyperbole, l'abscisse ou l'ordonnée d'un secteur multiple doit 
être développée par les puissances descendantes de l'abscisse p > i , 
qui répond au secteur simple. Enfin , qu'il y a un cas où la même série 
convient à la fois au cercle et à l'hyperbole, selon qu'on y fait 
/?< ou > i : c'est celui de l'exposant ou multiple m égal à un 
nombre entier. Alors on a. des séries terminées de même forme, et 
où l'on ne voit d'autre différence que l'ordre dans lequel les termes 
s'y trouvent écrits. Ainsi, quand m est un entier, la même formule 
peut servir à la multiplication des secteurs circulaires ou hyperbo- 
liques, ou, si l'on veut, des angles et des logarithmes. Mais si m 
est, une fraction, il faut des séries différentes; l'une, pour le cercle, 
et qui procède par les puissances ascendantes, l'autre, pour l'hy- 
perbole, et qui procède par les puissances descendantes de l'ab- 
scisse p qui répond au secteur simple que l'on considère. 



8 
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Y. 

m 

Dèveloppemens dune puissance quelconque du cosinus ou sinus 
Sun arc, par les cosinus ou sinus (Tares multiples. 

- ~ . .... ' i 

54. Passons maintenant aux formules réciproques des précé- 
dentes, c'est-à-dire à celles où l'on développe, les puissances du 
cosinus ou du sinus d'un arc en une suite de cosinus ou de sinus 
d'arcs multiples : transformation toujours possible , et qui est , comme 
on le sait, de la plus grande utilité pour l'intégration des fonctions 
circulaires. l * 

Soit donc, en premier lieu, la fonction ^sscos^ar, qu'on se 
propose de développer en une série de cette forme : 

•y s» A cosnx-HB cos(j* — 1 )a?-f-Ccos(n — îi)jp -4-D^o«(^-t5)^ *hfi\6i> 



où il s'agit de déterminer les coefficiens À, B, C, D, etc. ainsi tjue 
le nombre ni * 

En suivant encore ici l'analyse de M. de Lagrange, on tireta de 
l'équation propçsée jr sa cos*.r , l'équation différentielle où ïadé- 
rivée du premier ordre 

mjsiux H-ycosor = o 9 . , . ' 

et y substituant, pour ^ et y, leurs Valeurs tirées f dfe*la isérife firéfcîÉ- 
dente, on verra qu*on peut satisfaire entièrement à Péquatk>ri I tfifl£- 

' * ê 

rétitielfe, en posant 7i==m, B=o, D=o, etc. , • / 



» * * 



et C ;= m • A , 

m . nt — • 1 m •■" â » 

S — , . A , 



■ v \ 



a . 3 



etc.; 
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et que, par conséquent, on peut toujouvs supposer, quel que» sait 
l'exposant m, l'équation 



cps*o?c= A J co$mx-)r m cos (m*— a)x-^ l ^' wr ^ 1 cos(m— 4)or-f-etc. J , 

où le coefficient À est encore indéterminé et dépend de la nature 
de la fonction développée cos*\r. 

Pour déterminer la valeur de cette constante , M. de Lagrànge 
suppose simplement 'tf =so, et l'équation lui donne ' 

i = A{ i + m+m^ + mi *^' T""* 4- etc.} = A \ 1 + » fr' 

et par conféquwt 

a — ■ • 

j* i • ■ ■ ■ • 

« . < t , 

■ . . . . •;-.■; 

d'où, en substituât, et jrauHiplianl pjy a", il trouve 



A -^ ■ 
a" 



» . • . • 



w> ■• 



(acosx)" = cosmx+mcos (m— a)x+ — cos (m— 4)« r "î- e * c - > 

» • 

ce qui est la formule connue , qu'il regarde comme générale pour 
des valeurs quelconques de l'exposant ». 

55., C'est, au £eete, la mène expression çju'Euler avait donnée 
dans le tome Y des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg, par 
une analyse encore plus simple, et qui p'étant fondée que sur lu 
formée ^9 Wetv|^n>et celle 4e ^loivije, toutes deju applicatifs à 
des exposans quelconques, ne paraît laisser aucun doute sur la géné- 
ralité, de l'expression dont il s'agit. Cependant, bons allons voir 
que cette formule est incomplète , et qu'elle présente le même définit 
.que j'ai déjà relevé dans les articles précédens. 

Mais, avant dç rectifier ce nouveau point dç doctrine, ie dois 
observer qu'on avait déjà trouvé un cas particulier où la formule est 
en défaut. C'est celui de m=x} et difx^4r,.4r étfltft là- fleriA- 

8.. 
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eirconftrence. Car, çn ne considérant simplement que la valeur 
réelle du premier membre , la formule qui devrait noms donner 

l/acoatr = — 1/3, donne " a valeur fausse {y 2. (Voyez une Note 
insérée dans le second volume de la Correspondance sur l'Ecole 
Polytechnique, page 21?). Mais ce cas participer, l'explication 
qu'on en donne, la formule imaginaire de cos"\r qu'on substitue 
à la précédente, et qui n'est autre chose que l'une ou l'autre des 
deux expressions que donne Euler, mais qu'il ajoute ensemble pour 
en faire disparaître le radical j/— 1 , ne font voir ni le défaut précis 
de la démonstration d'Euler, ni surtout celui de l'analyse de , . 
M. de Làgrange; et cette remarque particulière n'a servi qu'à 
faire naître beaucoup d'autres objections et de nouvelles difficultés 
qu'on n'a point encore résolues. C'est ce qu'on peut voir dans le 
tome 111 du Calcul différentiel et intégral de M. Lacroix (a* édition 9 
pag. 6o5. . ,616), et c'est ce qu'on verra bien mieux encore par 

l'analyse suivante. 

* . ' « 

'Examen de T Analyse de Làgrange. 

# 
4 * * 

56. Considérons donc attentivement l'équation . 



— 1 



(2cosx)*==cosmo>4-mcos(m---a)jp-f- — ^ — cos(m — 4)* , +6tc.=P <M 

que Ton suppose vraie pour des valeurs quelconques éem: 
D'abord, il est facile de reconnaître que, si m est tkne fraction 

irréductible -, les deux membres de la formule ne peuvent avoir 

actuellement la même généralité. Car le premier, qui devient 

*/(2COSx) r , a n valeurs différentes, parmi lesquelles il y en a an 
moins n— 2 d'imaginaires. D'un autre côté, le second membre 

cos - x 4- • cos^ — • ajx •+• etc. f présente bien aussi n valeurs f 
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{qu'on obtiendrait en y mettant successivement, au lieu de x y les 
arcs x y xrt*c 9 «-f-ai, etc., jc-|-(Ji— i)ê, ce qui ne change rien 

au premier membre y(aoos.r) r ) ; mais ces n valeurs du second 
membre sont toutes réelles. Ainsi, quoique les deux membres de 
l'équation présentent le même nombre de valeurs 9 il ne pourrait y 
en avoir que deux au plus qui fussent égales de part et d'autre ; et 
H n'y eh aurait même aucune dans le cas où, le dénominateur n 
étant un nombre pair, on aurait en 'même temps cosa: négatif. La 
forô à le dont il s'agît est donc défectueuse en général, et l'imper- 
fection tient encore ici, comme on va le voir, à la détermination 
incomplète de la constante A. 
< S* effet, si, dans l'expression générale, 

oD^JC=À|ooswwc+mcos(m— a)r-f-?^^cos(m— - 4)x-f-etc.j, 

on fait a:=o, il ne vient pas simplement, comme on le suppose, 
1 s= A{ i-4-i}", d'où l'on tire A = — : mais il vient plus géné- 
ralement i"=Acosmo{i + i} B , où il faut remarquer que le 
facteur* cos/no, dans le cas de mas-, îi'a pas seulement là valeur i j 
mais qu'il en a encore n— i autres toutes réelles, qui sont cos - c> 
cos-ac, cos -3c, etc., cos-(n— i)cj c désignant la circonférence. 

Ainsi on aurait, pour l'expression générale de la constante A 
déterminée par l'hypotbèse particulière d'un arc ar=o dont le 
cosinus est positif, > 



a"cosmo ' 



où le dénominateur cosmo a n valeurs réelles différentes, en ajou- 
tant à Tare o un multiple ec de la circonférence, depuis e=o jus- 
quà tfan««i. 



\ 
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Si, pour déterminer èefte «jpnstante, mi lieu de faire Parc Jt±sa t 
on supposait \ar égal à la deori-cîraonférence <* , dont le cbsknis est 
négatif, on trouverait cette nouvelle. e*prep*V>n 



eotflnr 



dont les » valeurs ne reviennent aux première* qitf &3* JeppM>ft ff 
serait une fraction de dénominateur impair. Afc*&> 4O0M93 4&n* W 
cas même, ces valeurs ne se présentent pa» dags le m^wfl,ofdrft r ^ 
mesure qu'on ajoute à l'arç o , ou à l'arc <w , p}usieiu* fop* lp çirçpat 
férence c, il faut, pour éviter toute erreur et tpute difficile, ftppfc 
quer la première expression de A, au çsp générçtl de op^^f pqgîfif , 
et la seconde au cas de coso? négatif. On a donc, pour l'expression 
f jp nfirflte $* ^ y -»-•:> — v -! •"* \ " '> f • *S 



A = <* ' 



^■«KifcCwc «9* =* :fc i) ' 



• • 



tu 



où Ton prendra le signe ± selon que Tare x sera dans le premier, 
4Hi dans le second quart de la cirëoafijreqjoe. 

La formule complète du développement de te pvi^sauce qpql~ 
conque m du cosinus d'un arc; par les cosinus des arcs multiplet, 
est donc 

■ j ■ 

5.7. Actuellement, il faut voir comment qette formule générale 
répond à tous les cas de l'exposant m entier ou fractionnaire. 

D'abord, si m est un nombre entier, positif ou négatif, le coeffi- 
cient A qui multiplie la série, sera toujours égal à l'unité, et l'on 
au** la formule ordinaire , eu des «deux membres ne présentent 
qu'un esseulé > et 'même valeur 'réelle. Gè cas n'offre pas la moindre 
difficulté. - . : ■ 
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r 

Si m est une fraction irréd uAifri e £', le premier membre, (acosar)* 

a m valeurs , qui sont l'une quelconque d'entre elles multipliée suc- 
cessivement par les h racines, de l'unité. Le second membre nous 

r 

offre aussi n racroes de même l nature , • à raison eu 'facteur (=bt)* 
dent il est affecté; et jusqu'ici % les deux, me jnbres <J e notre égua- 
lion nous présentent Je même .nombre de valeurs semblables , mais 
cela, pour une seule valeur de la série \ côs/wx-f-m cos (m— a)o:-f-etc . } . 
Or cette série ajant elle-même n valeurs différences et toutes réelles, 
pour les di'fierehs arcs, x 9 m &*4-c f 'x^£c 9 etc., Jr-K(/» — i)c dé 
même connus, il paraîtrait maintenant que le secoud membre de la 
formule générale a jn fois plus de yatgurs que le premier, -ce qui ne 
doit pas être.. Pour résoudre cette nouvelle difficulté, j'observe que 
si l'en ajoute i t'arc a: qui centre dans la série, un multiple quel- 
conque de la circonférence , il faut aussi ajouter en même temps à 
l'arc o ou <nr, qui entre dans le dénominateur du coefficient A, le 
même multiple de la circonférence; et qu'ainsi les n valeurs réelles 
dè'la série répondent, cbacbne k ehacuste^tax * valeurs réelles de 
ce diviseur : de sortie que le quotient reste toujours le même, quelles 
que soient' les ; deux valeurs conjuguées qu'on emploie, et que le 
«Bcémd membre enfin présente exactement ? las mêmes valeurs que 
\e premier, i et » ? en a préffisémen t qiae «le i même «ombre. 



•% * ■*••• 



$84 TeUp eçt, je crois, la solution exacte de cette question qui 
flvait ^mhaxrassç les géomètres : question délicate où l'erreur com- 
mise pt> la difficulté de la redresser tiennent également à l'oubli de 
cet Ve .équivoque, attachée aux fonctions circulaires aussi bien qu'aux 
radicaux , et qui en est toujours mséparôble. Mais H e& bon d'éclairar 
et *te>t2bofin»er ebcore^ la fow»ale ytéeiAeute <pro quelques ^ppiir 
cations. 
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Exemple*. A 

Considérons en premier Meu le cas de m=s£» et de xcsor, qu'on 
a rapporté plus haut, et ou la formule Ordinaire a paru fautive. 
Gomme l'arc «r que l'on considère est de cosinus négatif, il faut 

prendre dans la formule générale le coefficient A égal à ^ = ^— . Or, 
en faisant jh=£ et jc=cr, cette formule (L) donne 

comme cela doit être. 

Si, au lieu de l'arc simple x t on mettait ce même arc augmenté 

d'une ou de deux circonférences, il faudrait augmenter aussi du 

même nombre de circonférences l'arc m qui entre dans le diviseur 

cos;4r; et la formule nous présenterait encore la même valeur 

1 
exacte y'— *• 

5g. Dans cet exemple de ra= y, si Pon ajoute à l'arc une seule 

fpis la circonférence y le coefficient A= — ^ — ■— ? (en ne considé- 

rant que sa valeur réelle) devient simplement égal à l'unité : d'où 
l'on voit, en passant, pourquoi la formule ordinaire, qui est fau- 
tive pour l'arc 4? = 4r, ne l'est plus en faisant x=z<9-\-c. 

En général , pour le cas d'un arc x de cosinus négatif, et d'un 
exposant m égal à une fraction quelconque de dénominateur n 
impair, il est aisé de voir que la formule ordinaire donnera une valeur 

exacte, si Ton y met, au lieu de l'arc simple «r, l'arc x ■ \ .c: 

et c'est ce qui sera confirmé de nouveau quand nous rectifierons 
l'analyse d'Euler. 

60. Mais si, cosx étant toujours négatif, m est une fraction de 
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dénominateur pair, il n'y a autiun àïc oç-\-ec pour lequel la for- 
mule ordinaire puisse «devenir exacte ; comme cela . eçt. bailleurs 

assez évident de soi-même. Dans le cas dont il s'agit, toutes les 

• • • 

valeurs de •(scos.r)" sont imaginaires, et la formule ordinaire ne 
peut répondre à aucune d'elles ; mais notre formule générale (L) 

les représente toujours avec la même précision et la même exactitude. 

i * 

Soit, pai*exemple, m=%~*et ;r=Ayet Foi* trouvera 



27) 

SA 



♦" • !/*— il » 1 ** i I - * ! ■• 

|/acos«r y ! iM^it + V™} =*y — ?, 

. cos — w( J 

• * • * ' *' 

comme cela doit être. 

« . . •• • 

* * . 

6i. Considérons maintenant le casVfun arc x= 7 s3 a. Oilaura 
. cos* = ôina> = rrS^t la valeur de la fonction (aco$i?p1sera ici 

^ » » • • % _ > 

(aâOftA»)" ==?(^/a)P. Ainsi, la formule géniale doit nous donner 

Or, en y substituant, au lieu de. x, l'angle a, et séduisant, cette 
•formule donne • • t * . 






"'^-«■•i ) 



O" f / ».i» — i . m. m — i .»— ; ^.j»-^-3 \ 

— -* — -{cos nu»! i — • « H 5: — 7 —«tel 

m ~ . ? .3 + a :a.4-s etc )) ; 



«* 



(nais il e*l aiséde^oir que la suite, .qui multiplie co$mm y i^'eat ^utrç 
chose que ^ valeu^ réelle du dévéloppçni^nt de % * i lj#l ;. . v 

" ■ ■■ '»' — ^^— ^— ♦—^^— -^— » _ 

-et que, l'autre suite, qrù multiplie sihzrk», est la -valeur ' fééÙe dû 
développement de^ "; .•• . , ; >. . 
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D'un autre côté* il £st clair qu'on a 

(t ds \f — i)* sa (i/a)* (cosmaTifc V .— i sin ma) :. 

les râleurs arithmétiques' des deux suites qui multipliant cosmai et 

sin ma sont donc ' * ' ' x 

♦ • 

(V^) -,# €osi»a>, (|/2)"sinma. • 

■ 

Substituant -pas valeurs daas la-forowle générale,, on Uouve qu'elle 
se réduit à 

• « 

qui est la vraie valeur de (acosa*)". 

63. Soit encore, pour exemple, *css 7 ^= 3p = f ; ce qui donne 
cosGœ— 77-etsin0==— > . . 

À cause do oos<p négatif, il faut prendre v pour le coefficient de 

la formule, A = - — — ; et, par un calcul tout semblable -au* pré- 

cèdent, on trouvera qu'elle* se rédpit à 

(acçscp)" ss - — ^-{cosin^€Osm« — ginm^sinm^^v/2)",, 
• x " c 9 ênvr i 

oubieM . : . : . -w '* * * 

^ca?<p)- = ^^^ÇOSl»(^r|- »J l/3) m , 

« 

dont le second membre , à cjmse de <p «+• 00 =c «or , "revient à * 
If— • t )*(!/*)■*, t» qui est précisément la râleur tle Tfacos^)". • • 
J'ai été bien aise d'ajouter «ces îleux derniers exemples , non-seu- 
lement comme des application? particulières de notre formule , mais 
encore comme un moyen de vérifier la déterminatiort que j'ai faite . 
.plut tant da la cenatanU A. Car m- voit idi que, te l'on avait/déter» 



mi&é cette constante par le cas particulier de x=*j, dont lé tosinus • 
est positif, on Peûtttaravffe k ménqç q u e forr le cas de x=o ; et 



n 
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qu'en faisant ,r= 7 <sr, de cosinus négatif, on la trouverait aussi h 

même que par. la supposition de a: = T ; çompm cela doit être. 
63. On peut multiplier ces exemples }, le lecteur y supplée ja. 

m 

Mais je dois faire ici,une remarque importance sur le point précis 
d'inexactitude qu'on pouvait Reprocher à la formule; ordinaire. 
Cette formule, comme on voit, ne diffère dç la nôtre qpe par un. 
coefficient qu'on av^it fait simplement égal i l'unité , tandis qu'il est 
fin général 

■*-* — '—, ou * ^ x » 

COS7K.6 7 CQSmpr* 

selon que l'arc proposé x est dans le premier', ou dans le second 

quart de la circonférence. 

* ' " i m * 

Or, parmi les différentes valeurs de ^- , il y en, a -toujours une 

qui est égale à l'unité, quel que soif l'exposant m. -Donc, ai* IV» ne 
considère que des angles x pîu* petits qu'un atfgle droit, et ai font 
n'a en vue que la seule valeur réelle et, positive qu'aura toujours le 
premier membre (2 cosx)*, 4m peut dire que la formule ordinaire est 
parfaitement exacte; 

En second lieu, parmi les valeurs de ^— -~-, il j en a toujours uoe 

qui est égale à l'unité, pourvu que mne soit pas une frrt0tiot1.ee 
dénominateur pair. Donc, pour «m afç.*r d* cosinus négatif, et pour 

m égal à une fraction quelconque - de dénominateur impair, ri Ton 

n'a en vue que la valeur réelle .qu'aura le premier membre (acosaj)", 
on peut dire que la formule ovdintire est enctoe exacte , pourvu 
qu'on y mette, au lieu de je, l'arc de même cosinus, qui convient 

précisément à cette jEormulej M qui est précisément l'arc x H-, 7— c - 

Reste dond le seul .cas. de cosjc négatif, en mène temps que us 
fraction de dénotninateur pair : alors toutes lés valeurs dû prenaiçr 

* 9- 
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membre (acosx)" sont imaginaires, et.la formule i ordinaire est en- 
' tièrement fautive. Mais on peut supposer que Lagrange et Euler 
avaient tacitement 'écarté' la considération de ce cas où (acos:r) m 
n'a point de* valeur ve'elle^ ce qui fait tomber le reproche d'inexac- 
titude qu'on pourrait foi re à l'analyse de cep gnands géomètres. Quoi 
qu'if en soit, la formule connue n'est fausse que dans le seul cas 
que jfe'Viênsde signaler : dan» tpus les autres, elle n'est qu'incom- 
plète, car* elle est vraie pour» un «des «différeos ares x f # + *,> 
X-+-2C, etc., et elle présente exactement la valeur réelle du pre* 
mier membre (2Cosjc)"\ i 

Examen de l Analyse d Euler. 

64. Mais, pour ne rien laisser à délirer sur ce point, il convient 
aussi d'examiner et' de rectifier l'analyse d'Euler, qui le premier a 
donné la. formule dont il . s'agit. Voici sa démonstration , qui eâ£ 
extrêmement simple ; Eulçr pose ■ • 

cosx +». ^/ — isinjc == ir, . . 

et cosar — |/ — 1 sitf je «= t> ; • 

d'oà il tire acosârssK+p, et (acos xV* = (w-+- vj* ; savoir, en 
développant par le bmome.de "Newton, et observant qu on a tou- 
jours wr*r 1, ttV'==i., etc.., . „.• 

facosx)- = n*+ ita*—^ OL^ZLL tf»-r4+ e|c. : - 

mais le théorème 4e Moivre doqne * • * ' 

.* * . • mF sas cosipur -f - ' \S t- * ; sinnwr, » 

*♦ u"t* a=s cos(ro — » a)x -f- v/ •— 1 sin(ra — a)jc, etc. 

Substituant 1 ces expressions 'de fc", tt"T â , -etc. ; on trouve 

(oss*) w .= Icosmsr+^cofCm— 2)* + — : cos(m — $)x + d.c> 

. ,\ . v j + ^—/4%^H-^w4m^a)A Tf^^^" 1 «n(m— 4>f+etaJ- 



f > 



/ 
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Ainsi, désignant, pour abréger, la première série par P., et ta se- 
conde par Q, , on a cette expression générale 

(acosa:)* = P, -h V — I -Qm> 

Maintenant , Euler suppose qu'on change u en *>, ce qui parait 
bien permis dans l'équation (acosar)*=:(ii-f- *>)■*,' et il trouve exac- 
tement paj le même calcul cette seconde expression générale 

(acofrr)- = P« — |/'— ■ '» • Q«î ' * ' 
d'où, eu ajoutant ces deux expressions et divisant par 2, il -conclut 
simplement la formule 

(acosor)* = P» == cos ma: •+• m cos (m — a)x ■+• etc., 

qui parait devoir être vraie pour un exposant quelconque m, tant 
qu'on la borne à n'exprimer que la valeur réelle du premier membre 
(a<Jos ar)", krrsqrie ce premier membre en a une. 

Cependant, si l'on y fait x=î<ar et m= f, cette formule , comme' 
l'a remarqué l'auteur de la note citée (n° 55}, donne un résultat 
inexact : il doit dpnc y avoir dans l'analyse et dans la formule d'Euler 
quelque défaut caché qu'il faut découvrir/ 

65. Ce. défaut ne vient point,* comme on Ta cru, de ce qu'Euler 
égale entre elles les deux expressions P.-+- V^—* l .Q* et P,— 1/— 1 Q r , 
qui généralement répondent à deux- racines différentes de (acosx)" : 
car, puisqu'on n'a ici en vue que la valeur réelle de (acos.r) m , il est 
bien évident que, dans l'une et l'autre expression, 

P, db ■/— i.Q., _ 

on regarde naturellement comme nulle là partie imaginaire 
r/— 1 . Q,; auquel csi on doit avoir en eflfet, comme Euler le 

trouve, * 

(acosa:)* = P*. 

• Ainsi Uobjection précédente ne peut être ici proposée ; et elle ne 
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donne- d'ailleurs aucooie lutnièr« sur le dé&ut précis de la formule 
dont il s agit , ni sur sa véritable éteadue. Aussi l'auteur de la noie* 
citée se borne-t-il à conclure « que la formule d'Euler ne convient 
» en général qu'à tin exposant entier ; et qu'en exceptant les cas 
» particuliers H)ù la râleur de x rend mil le coefficient Q # de j/— i , 
» *Ug induira en> erreur sut la vraie voleur de (acosjc)* » : conclusion 
qui n'apprend rien, tant '«qu'on igoete ces cas particuliers ou h 
série Q* devient nulle, et qui» d'un autre cA té, est inadmissible, 

• • • 

dès qu'on vient à les découvrir. JEt en, effet, on a déjà pu voir, et 
je. vais prouver encore que cette série Q x est toujours nulle d'elle- 
même pour un exposant m quelconque, et pour un angle quelconque x 
depuis o jusqu'à l'angle droit pris en plus et en moins ; ce qui com- 
prend toutes les inclinaisons possibles, et ce qu'on ne peut certaine-' 
ment regarder comme des cas particuliers à excepter. La formule 
d'Euler convient donc à tout exposant m, tant que le cosinus de 
l'arc x n'est pas qégati£ Mais ce n'est pps même cette limitation 9 
uniquement relative àJ'arc, et point du tout à l'exposant, qui pour- 
rait autoriser à dire que la formule ne convient en général qu'à un 
exposant m entier } car celle du binôme de Newton , telle qu'on la 
présente ordinairement , 



( i -*-*«)■= i -+-m# -f- . ■ ^ jp» H j-^-j ar 3 + etc. , 

• 
et qu'on regarde avec raison comme applicable à un exposant frac- 
tionnaire , se trouve pourtant limitée d'une manière semblable. Et 
en effet, pour affirmer qu'elle convient à un exposant quelconque, 
il faut nécessairement supposer que a: est compris entre — i et l'in- 
fini; saris quoi la formule sera en défaut pour tous les exposans 
de dénominateur "pair : "et, si l'on veut qûfe la série soit toujours 
convergente (ce qui est nécessaire à son exactitude), il faut même 
que x soit compris entre i *et — i . 
On voit donc qqe ce point de doctrine n'avait jm» encore été 
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approfondi, et que k difficulté qui nous occupe demeure eq s£n 



entier. 



66. Pour la résoudre de la manière U plus claire et la plus pré- 
cise, je considère en prejnier lieu le cas général où cosj? est positif, 
et je désigne par X la valeur réelle et- positive qu'aura toujours 
(laosx)*, quel <j« soit l'exposant ro. On aura ainsi, pour l'expres- 
sion généhile de toutes les valenrs réelles et imaginaires de '(acosar)^, 
l'expression X.(i)", ou bien 

X(co&me?c -f- ^/ — ^ i Sinwie'c), 

c étant la circonférence . et le nombre ef un entier indéterminé de- 

puis o jusqu'à »— ■ i, si n eçt le dénominateur de l'exposant ?n=s -• 

D'un autre coté, on a, suivant. l'analyse d'Euler, et pour toutes 
les râleurs de f acosx)", l'expression générale 



«H-«* 



4- l/— »<fc 



*+«*> 



en prenant aussi l'entier è depuis o jusqtf à n— i . 

Denc, si e et e r sont deux entiers tels que les deux expressions 
répondent actuellement à une même valeur de {scbsx)", on aura 
l'équation exacte # 



Xcmme'c + y/ — i.Xsinme'tf = P^,, -J- |/ — i.Q 



:*+€£) 



où il reste à voir quels sont ces deux entieis et ^ qui doivent 
aller ensemble,* pour -que les deux membres s'accordent à donner 
en même temps une même valeur de part, et d'autre* . 

Dans cette vue, j'imagine que Pare a? dqninue jusqu'à l'arc o , 
dont le cosinus 1 est positif 1 comme celui de l'arc x que l'on consi- 
dère. H est évident que X devient alors la valeur i&Be et positive 

séries P^*-. et Q', deviennent en «lente temps 
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* ' * P«= fcosmec/i + m-î-^ 1 ^ — -H-etc.J, 

., Q rf a sinmecji -f-nt-f- ~— + 6tc«>. . 

Mais la {^érie «rithfçétiqûe 1 1 + m -^ ^ — IZ_ -^- etc. J est aussi la 

.valeur réeHe et -positive de 2 m . Donc, quand â? devient égal à ^éro, 
l'équation précédente devient , en divisant dé part et d'autre par 
cette même valeur actuelle de a", , # 

cosm^c--}- |/— ;i swme'c =s cosfnec + ^ — l sinmé*?; 

d'où je conclus que la valeur de fe' doit être actuellement la même 
que celle de e , et qu'ainsi on a l'équation précise 



■ 

'Xcos/nec-f- )/— il siamec's=: V s ^ c -+- {/-* i Q 



*«♦-«*> 



où lé nombre e est un entier quelconque depuis o jusqu'à n — i . 

Actuellement, comme dans -cette équation lés parties réelles et 
les parties imaginaires' sônl en évidence et nettement sépares > on 
aura, en égalant la_partie réelle à la partie réelle, et l'imaginaire 
à l'ijpaginaire , les deux . équations exactes. Xcos mec ss^P*^,, et 
•X jsin mec = Q*+^ ; d'où l'on tire 

• À. S= '- • **-*•## i Ct À SES . ■ ■ ' ■ • 1 1- . — , • 

qui ont lieu quel que soit l'entier e. 

67. Dé cette double expression de X, concluons, en passant, que 

■ la" valeur réelle et positive de (acosor)" peut s'expritàer indifférent- 

ment par la série des cosinus multiples, ou par la série semblable 

des sinus multiples; qu'il n'y a dé différence que dans les constantes 

1 1 . . ■ 
et . ■ ■ qui les multiplient, et que ces constantes depea- 

dent l'une de l'autre; ce qui donne la solution d'une difficulté de 
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calcul intégral, que M. Lacroix avait remarquée à ce sujet dans 
son ouvrage. 

On peut voir encore qu'il y a toujours, entre les deux séries P«+« 
et Q*+*»> Ç e lte relation 

P«4*c _ cos mec m 
Q*+« "~" sin mec J 

de sorte que ces deux séries sout toujours dans le même rapport, 
quel que soit l'angle x que l'on considère, depuis o jusqu'à db l'angle 
droit : ce qui est une propriété très remarquable de ces deux séries. 

68. Mais, poursuivre notre objet, je reprends les expressions pré- 
cédentes de X, où le nombre e est un entier quelconque, et j'y 
fais simplement e = o. La première alors (à cause de cosm.o= i), 
nous donne simplement X=P«; ce qui est la formule d'Euler. 
Ainsi cette formule est parfaitement exacte et générale pour un 
exposant quelconque tt», en ne considérant que la valeur réelle et 
positive de (acosx)*, comme nous l'avions déjà démontré. 

La seconde expression (à cause de sinm.o=o), nous donnerait 

Q* = o, et par conséquent X = -i. D'où l'on voit que cette seconde 

expression, quand on fait e=s o, ne pourrait rien apprendre pour 
la valeur de X; mais elle fait voir que la série Q, a cette propriété 
singulière de rester toujours nulle , quel que soit l'angle x depuis o 
jusqu'à zkd, d étant l'angle droit : ce qui vérifie l'analyse d'Euler 
entre les deux limites dont il s'agit (*). 



■<T *■ 



(*) La fonction Q» = sin/i»* -f-TOsin(m— a)* + etc étant ton jours nulle 
pour une valeur quelconque de x depuis o jusqu'à dbrf, on peut la différencier 
ou l'intégrer autant de fois qu'on voudra, entre ces mêmes limites de jr, ce qui 
donnera une infinité d'équations identiques du même genre que la proposée. 

Si, par exemple, on suppose le cas de w»= — 1 , et qu'on intègre, on trou- 
vera l'équation l 



10 
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69. Passons actwltemeot' ta second ca* général d'an arc x de 
cosinus négatif. 

En désignant toujours par X la valeur réelle et positive qu'aurait 
l'expression (acostf)" en y regardant la quantité cos:r priae d'une 
manière absolue, on aurait ici, pour toutes les valeurs de (2Cosx) m 
l'expression générale X.(— h)*, ou bten 

X[cosff*(<9 l -f*4'*) -H-'i/—" * . sin m(w ■+• e'e)] , 

* * 

<& étant ta demi-circonférehce J et le nombre e' un entier quelconque 
depuis o jusqu'à n — 1 . 



^m^mmm*^m^m 



o sb — ~ + ces* •*•• x co«3* 4* x coss — - eo§7* -f* ••©•> 

» 

que M. Fourier a trouvée , et démontrée de plusieurs manières , dans sa Théorie 
de la Chaleur. • 

Si Von intègre de nouveau, 6n aura l'équation 

o ss-— -* -f- sinx — -5; sin 3* + «ç . sfo$* — etc., 

qui a été donnée par Enter. * 
etc., etc. . 

Quant à la nature de ces fonctions, qui sont nulles pour toutes les valeurs de 
la variabfc dans un intervalle donné, elle n'a rien qui choque lés principes 
ordinaires de l'analyse', car on peut voir ces fonctions égalées a «éro> comme des 
équations qui ont une infinité de racines en progression arithmétique dont la 
raison est infiniment petite. Ces fonctions ne peuvent 4foe attuéUcfeent déve- 
loppées par les puissances de la variable *, parce que les coefficient «étaient 
nuls, ou infinis; mais elles peuvent être développées par une suite infinie de 
sinus ou cosinus de multiples de s, parce que cha que terme de cette suite ren- 
ferme implicitement l'infinité des différentes puissances de or, et qu'alorscbaque 
coefficient peut très bien être une quantité finie et déterminée. 

C'est en effet ce qui arrive, et ce qui montre comment il pçut y avoir de ces 
espèces de fonctions qui répondent à des lignes quelconques discontinues. Mais 

il faut voir les principes de cette analyse neuve et importante dans, le bel pu- 

• > * • * « 

vrage que je viens de citer. 
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D'un autre côté, on a toujours, pour l'eipresHoft générale des 
mêmes valeurs , , 

en prenant aussi l'entier e depuis o jusqu'à /*— i . 

Donc, si les deux entiers e et é sont tels que les deux aftpreanens 
précédentes répondent- actuellement k une raêipe racine quelconque 
de (acosdr)*, on aura l'équation précise 

X cos wi(^r +ec) ^ X* — i • X sin mfar+Jc) — P*+##4- 1/ — ' • 0*+,, , 

où il reste à, voir quels Sont ces entiers e et e f qui doivent aller 
ensemble pour la correspondance parfaite des deux membres de 
cette égalité. 

Pour cela, j'imagine que l'arc x, de cosinus négatif, devienne égal 
à <w, dont le cosinus — i est aussi négatif. Il est clair que X devient 
alors la valeur réelle et positive de a", et qu'en même temps 

^x+ec devient P^ s 9C = cosm(<w +w}|i+m+^^ = ^-|-etc.J, 
et 



{H| Tn^^mim I \ 

i *-f- m H — ~- — ■+- etc. I marque aussi 

la valeur réelle et positive de a*. Donc Péqtiation précédente , 
en divisant par cette même valeur actuelle de 1 a", devient 

cos 771(1? -|- efc) -+- |/ — - 1 sinra(<sr -f- ety 
= cos m (f&-\-ec) -f- ^/— 1 sinro(w-f- w)> 

d'où il faut conclure , pour l'accord des deux membres , que e et e f 
sont nécessairement le même entier, et qu'on a Péquation prédise 

Xcosm(<w+ec)+ y? — 1 .X8inm(w-f-ec)"=sr^ +- .+|/ — 1 .Q g +„. 

On a dope, en égalant la partie réelle à la partie réelle, et la partie 

10,» 
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imaginaire à l'imaginaire, les équations exactes 



:* • **4*» y et i IL — — _ ; j_/__ i _y • t<* 



où l'on peut prendre, pour e, un quelconque des entiers depuis o 
jusqu'à »— i. 

70. Si l'on fait simplement e=o, il vient 

X = — i— .P., et X = -r-i— .Q.. 

La première équation nous fait voir que la série ordinaire P* y 
pour convenir à l'expression de la valeur réelle de (acosjc)" dans 
le cas d'un arc x de cosinus négatif, doit être divisée par le facteur 
cosrmr, qui n'est plus ici égal à l'unité. 

La seconde équation montre que la série Q x est également propre 
à représenter cette valeur, en la divisant par le. facteur sinm<or, qui 
n'est point nul ; d'où il résulte que la série Q* n'est plus égale à 
zéro pour aucun arc x de cosinus négatif, et qu'ainsi l'analyse 
d'Ëuler est fautive dans le cas général dont il s'agit. 

71. Mais si la série Q, n'est plus ici nulle pour l'arc simple x 9 il 
est possible qu'elle le devienne pour cet arc augmenté d'un certain 
nombre e de circonférences, auquel cas la valeur réelle de (acosar)" 
s'exprimerait encore par la série ordinaire P«, pourvu qu'on y mît, 
au. lieu de «r, l'arc x+ec qui a» le même cosinus. 

Or, pour découvrir ce multiple inconnu e , il est clair qu'il faut 
chercher celui qui rendrait sinm(<zr + e^) = o., et par conséquent 
cos/n(<w 4- ec) = db 1 . 

Dans le premier cas de cosm(<0--f-ec)=:-t- 1 , il faut que l'angle 

* 

m(<&-\-ec) ou - (ar-\-ec) devienne un multiple entier E de a<er. On 

a donc l'équation r(i -+-ae) = 2/iE, d'où il résulte d'abord que r 
doit être un nombre pair, et par conséquent n un impair j et comme 
r est premier à », par hypothèse, il faut que E soit divisible par r, 
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d'où il résulte i + ae = nE', et par conséquent 



i>— ^ 1 
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. »■» 

seule valeur entière, au-dessous de /i— i , qui puisse, satisfaire à la 
condition proposée. 

On voit donc que , pour un exposant m égal a une fraction quel- 
conque de dénominateur n impair et de numérateur pair , on a sim- 
plement 

a a 

c'est-à-dire que la série ordinaire P, convient encore, si l'on y met, 

au lieu de x } l'arc x ■+• n % c j et que la série Q, est toujours nulle 

pour ce même arc. 

Dans le second cas, pour qu'on ait cosm(<^ + ec) = — i , on 
trouve, par une analyse semblable, que r et n doivent être tous 

deux impairs , et que le nombre cherché e est encore ~ ; il vient 
dpnc, daus ce second cas, 

a a 

Mais, r et n étant tous deux impairs, —X est précisément la valeur 
réelle de (acosd?)?. Donc la formule ordinaire est encore bonne, 

pourvu qu'on y mette l'arc x -f- c (*). u J 

73. Mais si m est une fraction de dénominateur pair, il n'y a 
aucun arc «r-f-ee qui puisse rendre cosm(<w+ec):==fc 1 , et par 

r. 

. V 

(*) Je dois observer ici que M. Crelle, de Berlin, était parvenu de son côté 
an même résultat : c'est ce qu'on peut voir par la note jn'il a donnée à ce sujet 
dans le n° VII du tome XIII des Annales math, de M. Gergonne, mais dont je 
n'ai en connaissance que depuis la lecture de ee Mémoire. 



